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OPSOMMING

'n Uiteensetting word gegee van [12], 'n artikel deur N. Krupnik, wat 'n bespreking is van
die minimum aantal idempotente voortbringers van 'n volledige matriksalgebra M, (F')
oor 'n liggaam F', asook van direkte somme van volledige matriksalgebras oor F'. Daar
sal byvoorbeeld bewys word dat, indien n > 2, dan is die minimum aantal idempotente
voortbringers van 'n volledige n x n matriksalgebra oor 'n liggaam gelyk aan 2 of 3.
Krupnik het 'n foutiewe stelling in ([12], Stelling 5) gemaak, naamlik dat die minimum
aantal idempotente voortbringers van m kopieé van 'n oneindige liggaam F', as 'n algebra
oor F', m —1 is. Hierdie fout is deur A.V. Kelarev, A.B. van der Merwe en L. van Wyk in
[11] geldentifiseer en reggestel. Die tesis sluit ook 'n uiteensetting van hierdie regstelling
in. Verder word 'n uiteensetting gegee van die hoofresultaat in [5], waarin E. Formanek
aantoon dat, indien n > 2, dan is daar 'n nie-nulwordende sentrale polinoom vir M, (F),

met F' enige liggaam. Laasgenoemde resultaat word gebruik in die uiteensetting van [12].

ABSTRACT

An exposition is given of [12], a paper by N. Krupnik, which is a discussion of the minimum
number of idempotent generators of a complete matrix algebra M, (F') over a field F, as
well as direct sums of complete matrix algebras over F'. It will, for example, be proved
that, if n > 2, then the minimum number of idempotent generators of a n X n matrix
algebra is equal to 2 or 3. Krupnik made an incorrect statement in ([12], Theorem 5),
namely that the minimum number of idempotent generators of m copies of an infinite field
F, as an algebra over F', is m—1. This error was identified and corrected by A.V. Kelarev,
A.B. van der Merwe and L. van Wyk in [11]. The thesis also includes an exposition of
this correction. Furthermore an exposition will be given of the main result of [5], where
E. Formanek showed that, if n > 2, then there is a non-vanishing central polynomial for

M, (F), with F any field. The last mentioned result will be used in the exposition of [12].
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Inleiding

Die tesis is 'n uiteensetting van [12], wat 'n bespreking van die bepaling van die mini-
mum aantal idempotente voortbringers van volledige matriksalgebras oor 'n willekeurige

liggaam F', asook van direkte somme van volledige matriksalgebras oor F', is.

Dit is belangrik om op te let dat 'n algebra skalaar vermenigvuldiging, sowel as ring ver-
menigvuldiging, het, aangesien dit wil voorkom asof Krupnik die ring vermenigvuldiging
vir 'n oomblik agterweé gelaat het toe hy die foutiewe stelling in ([12], Stelling 5) gemaak
het dat die minimum aantal idempotente voortbringers van die direkte som F™, waar
F™ m kopieé van die F-algebra M;(F') = F voorstel, met F' 'n oneindige liggaam, m — 1
is. Hierdie fout is in [11] geidentifiseer en reggestel. Ons sal hierdie fout, sowel as die

regstelling, in Hoofstuk 2 bespreek.

Die hoofresultaat in Hoofstuk 1 is Stelling 1.1 wat handel oor die bepaling van die mini-
mum aantal idempotente voortbringers van 'n volledige matriksalgebra oor 'n willekeurige

liggaam F' in Stelling 1 in [12].

In Hoofstuk 2 poog ons om Stelling 1.1 na direkte somme van matriksalgebras uit te
brei. Ons sal daarin slaag om deur middel van Stelling 2.1, Stelling 2.2, Stelling 2.3 en
Stelling 2.4 die minimum aantal idempotente voortbringers van enige direkte som van
volledige matriksalgebras oor 'n willekeurige liggaam F' te bepaal, behalwe die direkte
somme waarin ‘n direkte som MJ*(F'), met m > 2 en |F| < m + 1, voorkom, of direkte
somme waarin 'n direkte som M (F'), met m > 2, n > 3 en |F| < m, voorkom. Verder sal
ons deur middel van Stelling 2.1, Gevolg 2.19, Gevolg 2.13 en Gevolg 2.17 'n ondergrens en
'n bogrens vir die minimum aantal idempotente voortbringers van direkte somme waarin
'n direkte som MJ*(F), met m > 2 en |F| < m + 1, voorkom, en direkte somme waarin
'n direkte som M*(F), met m > 2, n > 3 en |F| < m, voorkom, bepaal. Alhoewel die
ondergrens oor die algemeen nie direkte relevansie het nie, sal dit uit die ondergrens blyk
dat die minimum aantal idempotente voortbringers in bostaande gevalle van n, |F|, asook
m, afhanklik is. Aan die einde van die Hoofstuk pas ons die resultate van Hoofstukke 1
en 2 op eindig dimensionele semi-eenvoudige algebras oor 'n algebraies geslote liggaam F'

toe.

Hoofstuk 3 is 'n uiteensetting van die hoogs nie-triviale bewys van die resultaat van
E. Formanek in [5] waarin daar vir elke n > 2 'n nie-nulwordende sentrale polinoom vir

M, (F) gekonstrueer word. Hierdie stelling word in Hoofstuk 2 benodig.



Met die term ring bedoel ons deurgaans 'n (nie noodwendig kommutatiewe) ring met
identiteit. Laat n € N. Ons sal die identiteitsmatriks van 'n n x n matriksalgebra met
I, en die matrikseenhede met e, (m,k =1,2,...,n) aandui, waar e,; = (a;)},—,, met
ami = 1 en a;; = 0 vir die oorblywende pare van indekse. Dit wil sé e,,;, is die matriks
met 'n 1 in posisie mk en 0’e andersins. Ons dui die graad van 'n nie-nul polinoom h as
deg h en die polinoomring van polinome in 'n onbekende x oor 'n liggaam F' as F[z] aan.

Verder sal ons die dimensie van 'n vektorruimte V as dim V' aandui.

Ons aanvaar dat die volgende welbekende definisies en resultate wat ons deurgaans in
die tesis gebruik, reeds aan die leser bekend is. Daarom formuleer ons slegs die resultate

sonder bewys.

Ons definieer eerstens die begrip algebra, asook 'n paar verwante begrippe.

Definisie 0.1 (/9/, Hoofstuk 4, Def 7.1) Laat F ’n liggaam wees. ’'n F-algebra A (of
algebra A oor F') is 'n ring A sodat:

1. (A, +) 'n unitére (linker) F-module is;

2. k(ab) = (ka)b = a(kb) vir alle k € F en a,b € A.

'n F-algebra A, wat as 'n ring 'n delingsring is, word 'n delingsalgebra genoem.

Dit is belangrik om op te let dat uit die groepstruktuur van die ring A en uit voorwaarde 1
in bostaande definisie volg dat A 'n vektorruimte oor F' is. 'n Algebra A wat eindig
dimensioneel as 'n vektorruimte oor F'is, word 'n eindig dimensionele algebra oor F

genoem.

Die ring M, (F') van n x n matrikse oor 'n liggaam F' is 'n voorbeeld van 'n F-algebra.

In die tesis gaan ons hierdie algebra van nader beskou.

Definisie 0.2 ([9/, Hoofstuk 4, Def 7.3) Laat F' ’'n liggaam, en A en B F-algebras wees.

1. 'n Subalgebra van A is 'n subring van A wat ook 'n F-submodule van A is.

2. ’n (Linker, Regter, Twee-sydige) algebra-ideaal van A is 'n (linker, regter, twee-

sydige) ideaal van die ring A wat ook 'n F-submodule van A is.
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3. 'n Homomorfisme (onderskeidelik isomorfisme) f : A — B van F-algebras is 'n ring
homomorfisme (onderskeidelik isomorfisme) wat ook 'n F-module homomorfisme

(onderskeidelik isomorfisme) is.

Opmerking Gestel J is 'n linker (onderskeidelik regter) ideaal van die ring A. Om te
bewys dat J 'n linker (onderskeidelik regter) ideaal van die algebra A is, moet ons slegs
bewys dat kJ C J vir elke k € F. Gestel nou 1, is die identiteit van A en a € A. Dan
volg dat

ka =k(1ya) = (klp)a en ka = (ka)ly = a(kly),

wat impliseer dat
kJ = (klp)J C J (onderskeidelik kJ = J(k1y) C J).

Dus is J 'n linker (onderskeidelik regter) ideaal van die algebra A. Aangesien 'n linker
(onderskeidelik regter) ideaal van die algebra A volgens definisie 'n linker (onderskeidelik
regter) ideaal van die ring A is, volg dat J 'n (linker, regter, twee-sydige) ideaal van die

ring A is as en slegs as J 'n (linker, regter, twee-sydige) ideaal van die algebra A is.

Definisie 0.3 ([9], bladsy 426; Hoofstuk 9, Def 2.9 en bladsy 451) Laat A ’n F-algebra
(onderskeidelik ring) wees. Die Jacobson-radikaal van die algebra (onderskeidelik ring) A
is die deursnede van al die maksimale linker algebra- (onderskeidelik ring-) ideale. Ons
sé die algebra (onderskeidelik ring) A is semi-eenvoudig as die Jacobson-radikaal van die

algebra (onderskeidelik ring) A nul is.

Volgens die opmerking na Definisie 0.2 volg dat al die ideale van die algebra A en die ring
A dieselfde is. Dus is die Jacobson-radikaal van die algebra A en die ring A dieselfde. In

besonder is die algebra A semi-eenvoudig as en slegs as die ring A semi-eenvoudig is.

Definisie 0.4 ([9], bladsy 451) 'n (Linker, Regter) Artinse- (onderskeidelik Noetherse-)
algebra is 'n F-algebra wat die afnemende (onderskeidelik toenemende) ketting voor-

waardes op (linker, regter) algebra-ideale bevredig.

Die volgende twee definisies en resultaat handel oor spesifieke elemente met 'n besondere

eienskap in 'n algebra.



Definisie 0.5 ([9/, Hoofstuk 3, Oefening nr. 23 en bladsy 451) 'n Element a van 'n

algebra A is ‘'n idempotent as a* = a.

In hierdie tesis sal ons idempotente van die matriksalgebras M, (F") beskou.

Definisie 0.6 ([9], bladsy 122) Die versameling elemente van 'n algebra A wat met al
die elemente in A kommuteer word die sentrum van A genoem. Ons dui die sentrum van
A met Z(A) aan. Met ander woorde,

Z(A) :={x € A | xa = ax, vir alle a € A}.
Proposisie 0.7 Die sentrum van 'n algebra A is 'n subalgebra van A.

Die volgende definisies en resultate dien as 'n oorsig van permutasiegroepe en spesifiek

die groep S,, van alle permutasies van n letters.

Definisie 0.8 ([9], bladsy 46) Laat S 'n nie-leé versameling wees. 'n Bijeksie van S — S
word 'n permutasie van S genoem. Laat A(S) die versameling van alle permutasies van S
wees. Onder die operasie van samestelling van funksies, f o g, is A(S) 'n groep, genoem
die groep van permutasies van S. As S = {1,2,...,n}, dan word A(S) die simmetriese

groep van n letters genoem en aangedui as Sy,.

Aangesien 'n element o van S,, 'n bijeksie van die eindige versameling S = {1,2,...,n} na
homself is, kan ons o voorstel deur die lys van elemente van S, langs mekaar te skryf en

die beeld van elke element onder o direk daaronder te skryf. Gestel byvoorbeeld o (i) = s;.
1 2 ... n
S1 S92 ... Sp

Definisie 0.9 ([9], Hoofstuk 1, Def 6.1) Laat s1, Sa, ..., S, (r < n) verskillende elemente

van S ={1,2,...,n} wees. 'n Permutasie wat sy — Sg, So > S3, ..., Sp_1 > Sy, Sp — S

Dan kan ons o as

voorstel.

en elke ander element van S,, op homself afbeeld, word 'n r-siklus of 'n siklus van lengte

T genoem en voorgestel as (s1,Sa,...,8.). 'n 2-Siklus word ‘n transposisie genoem.



Stelling 0.10 (/9/, Hoofstuk 1, Gevolg 6.5) Elke permutasie in S, kan geskryf word as

'n produk van (nie noodwendig disjunkte) transposisies.

Definisie 0.11 (9], Hoofstuk 1, Def 6.6) 'n Permutasie o € S,, word ewe (onderskeidelik

onewe) genoem as o geskryf kan word as 'n produk van ‘n ewe (onderskeidelik onewe) getal

1 2 ... n
o =
S1 S92 ... Sp

kan ons die aantal transposisies wat ons benodig om ¢ as 'n produk van transposisies te

transposisies.

Indien

skryf as volg tel:

1. vind die getal heelgetalle in die geordende lys sq,...,s, wat kleiner is as s; en sy

volg;
2. vind nou soortgelyk die getal heelgetalle wat kleiner as ss is en sy volg;

3. gaan voort met die telproses vir sz, ..., S, 1.

Gestel die som van die getalle wat in (1),(2) en (3) bepaal is, is m. Dan kan o as m

transposisies voorgestel word.

Stelling 0.12 (/9], Hoofstuk 1, Stelling 6.7) 'n Permutasie in S, (n > 2) kan nie beide

ewe en onewe wees nie.

Definisie 0.13 (/9], bladsy 48) Die teken van ’n permutasie o € S, aangedui as sgn(o),

1s —1 as o onewe s en 1 as o ewe 18.

Vervolgens definieer ons die begrip permutasiematriks. Aangesien die rye, of kolomme,
van so 'n matriks slegs 'n permutasie van die rye en kolomme van die identiteitsmatriks
is, is die bostaande definisies en resultate in verband met permutasies op hierdie matrikse

van toepassing.

Definisie 0.14 (4], bladsy 88) 'n Vierkantige matriks waarvan die elemente in enige
ry, of enige kolom, almal nul is, behalwe vir een element wat gelyk is aan 1 word 'n

permutasiematriks genoem.



n

Opmerking Let op dat ons 'n permutasiematriks as Z €q(i),; kan voorstel, waar o € .S,
i=1

die permutasie van die ryvektore is. Indien o(i) = k, met ander woorde die ide ry van I,

is die kde ry van P, sal die ¢de ry van 'n willekeurige matriks, sé A, na die kde ry verskuif
deur A van links met P te vermenigvuldig. Deur A van regs met P te vermenigvuldig
sal die kde kolom na die ¢de kolom verskuif. Ons sal in Hoofstuk 1 die vermenigvuldiging

met 'n spesifieke permutasiematriks algebraies beskou.

Die volgende stelling handel oor polinome oor 'n liggaam F', met ander woorde elemente

van die ring F[z].

Stelling 0.15 (DIE DELINGSALGORITME VIR POLINOME)([3], bladsy 76, nr. 99)
As f en g polinome oor 'n liggaam F' is en g # 0, dan bestaan daar unieke polinome q en

r oor F' sodat f =qg+1r enr =0 of degr < degg.

Ons definieer volgende die begrip uitbreidingsliggaam en beskou daarna verskillende tipe

uitbreidingsliggame, asook definisies en resultate wat daaroor handel.

Definisie 0.16 (/3/, bladsy 73, nr. 96) 'n Liggaam E word 'n witbreidingsliggaam van 'n

liggaam F genoem, en aangedui as E/F, as F' ’n subliggaam van E is.

Let op dat E 'n vektorruimte oor F' is, aangedui as E/F. Indien hierdie vektorruimte
eindig dimensioneel is, dui ons die dimensie met [E : F] aan en sé ons E is 'n eindig
dimensionele uitbreiding van F'. Andersins sé ons F is 'n oneindig dimensionele uitbreiding

van F'.

Laat F' 'n liggaam en f € F[z| 'n polinoom van positiewe graad wees. Dan ontbind f oor
F (of f ontbind in Fx]) as f geskryf kan word as 'n produk van lineére faktore in Fz];

dit wil sé, f = uo(z —u1)(z —ug) -+ (x — u,), met u; € F.

Vervolgens definieer ons die begrip vervalliggaam.

Definisie 0.17 ([9], Hoofstuk 5, Def 3.1) Laat F' 'n liggaam en f € F[z| 'n polinoom
van positiewe graad wees. 'n Uitbreidingsliggaam E van F word 'n vervalliggaam oor F
van die polinoom f genoem as f in E[z] ontbind, en E die kleinste liggaam is wat F' en al

die wortels van f bevat. Laat S ’n versameling van polinome van positiewe graad in F[z]
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wees. 'n Uitbreidingsliggaam E van F word 'n vervalliggaam oor F van die versameling
S genoem as elke polinoom in S in E[z| ontbind en E wvoortgebring word deur F en die

wortels van al die polinome in S.

Ons beskou volgende die definisie van 'n algebraiese uitbreidingsliggaam.

Definisie 0.18 (/9], Hoofstuk 5, Def 1.4) Laat E ’n witbreidingsliggaam van F wees. 'n
Element u van E is algebraies oor F as u 'n wortel van 'n nie-nul polinoom f € F|x] is.
As u nie 'n wortel van enige nie-nul polinoom f € F[z| is nie, dan word u transendent
oor F' genoem. E word 'n algebraiese witbreiding van F' genoem as elke element van E
algebraies oor F' is. E word 'n transendente uitbreiding genoem as daar ten minste een

element in E is wat transendent oor I is.

Opmerking Indien F 'n eindig dimensionele uitbreiding van F is, sé [E : F| = n,

2

volg vir enige v € E dat 1,u,u”,...,u" lineér athanklik is. Dit beteken daar bestaan

ki, ko, ... Ky, knp1 € F, nie almal nul nie, sodat ki1 + kyu+ksu?+- - -+ k,qu™ = 0. Maar
dit impliseer dat daar 'n nie-nul polinoom f(z) = ky + kox + k3a? -+ + kpp 12" € Flx]

bestaan sodat f(u) = 0, met ander woorde dat E 'n algebraiese uitbreiding van F is.

Soortgelyk aan bostaande definisie sé ons 'n element a van 'n algebra A oor 'n liggaam F
is algebrales oor F' as dit 'n wortel van 'n polinoom in F'[z] is. Ons sé ook soortgelyk dat
A algebraies is oor F' as elke element van A algebraies is oor F'. Ons kan ook soortgelyk

bewys dat 'n eindig dimensionele algebra oor 'n liggaam F' algebraies is oor F'.

Ons gaan van die volgende ekwivalente stellings gebruik maak om 'n algebraies geslote

liggaam te definieer.

Stelling 0.19 (/9], Hoofstuk 5, Stelling 3.3) Die volgende voorwaardes op 'n liggaam E

18 ekwivalent.

1. Elke nie konstante polinoom f € Elx] het 'n wortel in E;

2. elke nie konstante polinoom f € E[z| ontbind oor E;

3. elke onherleibare polinoom in E|x] het graad een;

4. daar is geen algebraiese witbreidingsliggaam van E nie, behalwe E self;
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5. daar bestaan 'n subliggaam F van E sodat E algebraies oor F' is en elke polinoom
in F[z] ontbind in E|x].

Definisie 0.20 (/9], bladsy 258) 'n Liggaam wat die ekwivalente voorwaardes in Stel-

ling 0.19 bevredig word algebraies geslote genoem.

Opmerking Indien F' = {ag,a,...,a,} 'n willekeurige eindige liggaam is, waar a; # 0,
dan volg dat die polinoom f(z) = a; + (z — ap) - -+ (z — a,) nie 'n wortel in F' het nie.

Dus kan 'n eindige liggaam nie algebraies geslote wees nie.

Ons maak van die volgende stelling gebruik om die begrip algebraiese afsluiting van n

liggaam F' te definieer.

Stelling 0.21 (/9], Hoofstuk 5, Stelling 3.4) As E ’'n uitbreidingsliggaam van F' is, dan

18 die volgende voorwaardes ekwivalent.

1. FE is algebraies oor F' en E is algebraies geslote;

2. E is 'n vervalliggaam oor F van die versameling van alle (onherleibare) polinome
in Flz].

Definisie 0.22 ([9], bladsy 259) As ’n wuitbreidingsliggaam E van 'n liggaam F die e-
kwivalente kondisies in Stelling 0.21 bevredig, dan word E 'n algebraiese afsluiting van F

genoem.
Stelling 0.23 (/9/, Hoofstuk 5, Stelling 3.6) Elke liggaam het 'n algebraiese afsluiting.

Die volgende resultate handel oor eindige liggame

Die karakteristiek van 'n liggaam F' is die kleinste positiewe heelgetal n sodat na =

a+---+a=0vir alle a € F. Hierdie begrip word in die volgende stelling gebruik.
——

n keer

Stelling 0.24 (/9], Hoofstuk 5, Gevolg 5.2) 'n Eindige liggaam se karakteristiek is 'n

priemgetal.



Stelling 0.25 (/1] bladsy 169) Al die wortels van 'n onherleibare polinoom oor 'n eindige

liggaam is verskillend.

Stelling 0.26 (/3/, bladsy 69, nr. 895) 'n Liggaam F het karakteristiek p, waar p 'n

priemgetal is, as en slegs as Z, in F' ingebed kan word.

Opmerking Laat F' 'n eindige liggaam wees. Uit Stelling 0.24 en Stelling 0.26 volg dan

dat daar 'n priemgetal p bestaan sodat Z, in I ingebed kan word.

Stelling 0.27 (/1], Stelling 4.5.8)

1. Elke eindige liggaam het p™ elemente vir 'n priemgetal p en n € N. ’'n Findige

liggaam met p" elemente is isomorf aan Zf’f[]x], waar f 'n onherleibare polinoom van

graad n in Zy[z] is.

2. Vir elke priemgetal p en elke n € N bestaan daar 'n eindige liggaam Z[pf[}x], waar f

'n onherleibare polinoom van graad n in Zy[x] is.



1 Die minimum aantal idempotente voortbringers van

volledige matriksalgebras oor ’n liggaam

In hierdie hoofstuk ondersoek ons die minimum aantal idempotente wat nodig is om die
F-algebra M, (F') van alle n x n matrikse oor 'n liggaam F' as 'n algebra voort te bring.
Ons tel nie die identiteitsmatriks [,, nie, aangesien [,, as 'n element van elke subring in

die F-algebra M, (F) gesien word. Ons sal die antwoord in die volgende stelling vind.

Stelling 1.1 (/12], Stelling 1) Laat F enige liggaam en v = v(n, F') die kleinste getal
wees sodat die algebra M, (F), met n > 2, deur v idempotente voortgebring kan word.

Dan volg dat

v(n,F) =

2 asn=2enF #7Zs
3 andersins.

Ons sal die stelling deur middel van vier lemmas bewys. Deur middel van Lemma 1.2 en

Lemma 1.5 sal ons bewys dat
vin,F)=3 as n>3 (viralle F). (1)
Deur middel van Lemma 1.2 en Lemma 1.8 sal ons bewys dat
v(2,Z5) = 3, (2)
en deur middel van Lemma 1.9 dat

v(2,F)=2 as F # 7. (3)

Notasie Laat n € N, met n > 2. Ons sal deur p,, ¢, en r, die volgende idempotente in
M, (F) aandui:
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E €2k—12k—1 T E €2k—12k

1<2k—1<n 2<2k<n

en

an

1

E €2k 2k E €2k, 2k+1

2<2k<n

0

O

3<2k+1<n

O

3

0

0

0




Voordat ons Lemma 1.2 bewys, beskou ons eers die permutasiematriks

01 0 O
0 1 0
an = | O IR I (7)
0 1
|10 - - 0|

Ons beskou eerstens die vermenigvuldiging van a,, met 'n willekeurige matriks B = (b;;).

Laat K; die 7de kolom van B wees. Dan is

kolom 7

l

B:[Kl Q}+[O K, Q]+"'+[O K, Q}+...+[Q Kn}.

Aangesien

kolom 1

OKZOan

volg dat
Ba, =

kolom 4
b, JJo 1 o0 O ]
b21 0 1 0
= O
O O 0 1
i bm i 1 0 .- ... 0 ]

= (b€ + -+ bpieni)(er2+ €23+ -+ €n1.+ €n1)

B { biiet1it1 + -+ bpienipr as 1<i<n—1

bnie1r + -+ + bpnenl as i=mn

( kolom 7 + 1

O K O] as1<i<n-1

[Kn Q] as 1 =n,

:Kl Q}an+-~-+[0 Kn]an
0K O+ 4]0 K |+ K O]

K, K K |
bln bll bln—l

: (8)
bnn bnl bnn—l



Soortgelyk volg dat

b21 b22 an
wB=| = . (9)
bnl bn2 : bnn
| bll b12 bln ]

Ons kan a,, dus as 'n operator op 'n n x n matriks B sien wat deur vermenigvuldiging van
regs die inskrywings van die eerste n — 1 kolomme een kolom aanskuif en die inskrywings
van die n’de kolom na die eerste verskuif. Deur vermenigvuldiging van links skuif die
inskrywings van die laaste n — 1 rye een ry op en die inskrywings van die eerste ry na die

laaste ry.

In die besonder volg vir willekeurige j,1 € {1,...,n} dat

€i_ as > 2
apey =4 T = (10)
enl as j=1
en dat
; [<n-1
ety — eji+1 as 1 <n (11)
ej1 as l=n.
Let op dat
kolom 3
_ 01 o .
2 _
a, = 0 0 1 S—ryn—2
10
i 01 0 ]
kolom 4
l
0 1 O
3 0 0 1 —ryn—3
a, =
1 0
O 0

(12)
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kolom n

0 01 —ryn—(n—1)
0
0
az_l =
O 1 0
10

1 O

a, = =1,
O 1

Ons kan vermenigvuldiging deur bostaande matrikse as onderskeidelik 2,3,...,n — 1,n

keer die toepassing van a,, beskou.

Uit (10) en (11) volg dat ons deur middel van a,, en 'n matrikseenheid enige ander matriks-
eenheid kan voortbring, waaruit volg dat ons deur middel van a,, en 'n matrikseenheid die
hele M, (F') kan voortbring. Die bewys van die volgende lemma is op hierdie waarneming

gebaseer.

Lemma 1.2 ([12], Lemma 1) Vir elke n > 2 en elke liggaam F is die F-subalgebra van
M, (F) voortgebring deur die drie idempotente p,, q, en r, die hele M, (F).

Bewys Ons bewys eerstens dat ons a, en 'n matrikseenheid deur middel van p,, ¢,
en r, kan voortbring, sodat dit dan maklik volg, soos reeds opgemerk, dat ons die hele

M, (F) deur middel van p,, g, en r, kan voortbring. Eerstens,

[0 .. .. 0] [ 9 O ] 1 1 O ]

14



[ 0 o1 1 -1 O
1 -1
_ 1 -1
0 -« - 0
! 11O
[0 ... ... 0]
= | D = em (14)
0
- 0 =
Verder is
pn+qn_[n+€n1
11 1 [1 1 [o
11 O 1 O
=10 1 1 -1 0O 1 +
) : : 0
i ] i ] |1
= a,. (15)
Vervolgens kies ons willekeurige k,m € {1,2,...,n}. Deur e, nou n — k keer van links
en m — 1 keer van regs met a, te vermenigvuldig, volg dat
a" et = epa™?
= €km-
Omdat ons elke element A van M, (F') kan uitdruk as
A= Z SkmChm waar Sp, € F,
km=1
kan ons sodoende M, (F) as 'n F-algebra voortbring.
O
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Notasie In die tesis gaan ons n n X n matriks met 1'e in die k’de posisies bo die

)

hoofdiagonaal en 0’e in die ander posisies as D aandui, byvoorbeeld

_ - 0 0
0 1 O
1
0 1 _
DV = en D = ‘
0
0 1
O 0
) - O
Let op dat
I, = DY
en
L o]
0 1
Pntan — I, = :DS@I).
0
| O 0]

Let ook op dat

askm<n-—1

0 andersins.

(km)
(Umm:{Dn

Verder is
Dfll)ejl = (612 +eo3+ -+ enfl,n)ejl
B ej—1; as 2<j<n
0 as j=1
en
€le7(11) 6]'[(612 +eo3+ -+ €n71,n)
B ejir1 as [ <n—1
0 as [ =n.

16
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vir willekeurige j,l € {1,...,n}.

Aangesien
(pn + qp — [n)n—l _ (Dg))n_l _ D7(1n—1) = ey,

kan die matrikseenheid e,,; in die bewys van Lemma 1.2 ook as volg voortgebring word:

n—m-+1 n—1_k __ n—m-+1 k
an (pn + n — [n) a, = a, E1nQy,

k

Cmnly,

= Emk- (21)

Definisie 1.3 (/8], bladsy 154) Ons definieer die standaard polinoomidentiteit van graad n

as
flai,azg,... a,) = Z $g(0)Ag(1)0o(2) -+ Ag(n) = 0, (22)

O’GSn

waar S, en sgn onderskeidelik in Definisie 0.8 en Definisie 0.13 gedefinieer is.
Ons benodig die volgende resultaat in Lemma 1.5.

Stelling 1.4 ([12], Stelling 8) Enige algebra A voortgebring deur twee idempotente bevredig

die standaard polinoomidentiteit:

flai,as,a3,a4) = Z 590 ) G (1) Ao (2) Gor(3)Ao(a) = 0

ogESy

van graad 4.

Bewys Gestel A word voortgebring deur die idempotente p en ¢, en laat e die identiteit

van A wees. Verder, laat t = (p—q)? = p> —pqg— qp+ ¢* = p— pq — qp + q. Dan volg dat

pt = plp—q)? tp = (p—q)%
= p—pq—pep+pq en = p—pgp—qp+qp
= p—pgp = p— pgp.

Dus is tp = pt. Soortgelyk is tq = ¢t, sodat t in die sentrum van A is. Nou,

A={lp+mqg+ ke+ Z si('n eindige produk van die p’s en q’s) | [,m, k,s; € F'}.

()

17



Maar

p+q—pg—t=p+q—pg—p+pq+qp—q=qp, (23)

(1-t)p = (I1—p+pe+aq—q)p
= p—p+pgp+qp—qp
= pqp, (24)

en soortgelyk is

(I1-t)g = qpq. (25)

Aangesien die produk van j p’s of j ¢’s maar net p of ¢ onderskeidelik is, vereenvoudig 'n

produk van p’s en ¢’s dus na een van die volgende vorms:

1. Indien die som van die #p’s en #¢’s in die produk (waar # die aantal aandui) onewe

is, verkry ons die volgende vorms:

pgp---qp en apq - - - pgq.
Uit (24) volg dan dat

pgp qp---qp = (1—1t) pgp---qp
~~~ N——
=(1-t)p #p's+#qs=j—2

= (1—1t)* pgp---qp
———
#p's+#q' s=j—4

Soortgelyk volg uit (25) dat
izt izt
aq---pg=(1-1)7q¢=(1-t)7 g (27)

2. Indien die som van die #p’s en #q¢’s in die produk ewe is, verkry ons die volgende

VOrms:

bgp---4qpq en qpq - - - pgp-

Dan volg uit (26) dat

pgpgp---4qpq = pgpgp- - ap q
—_—

#p's+#q’s=j—1 onewe
G-1)-1

= (1-t) = pg
= -7 pg (28)




Verder is

qrgp---qp = 4pgpq------ pq p
—_—

#p's++#q s=j—1 onewe

= 1-t)"F g (volg uit (27))

1

= (-t g
= (11— p+g—pg—1t)  (volguit (23))
= (- lp+ (-l lg— (1 -0l pg— (1 — )Tt e(29)

Dus volg uit (26), (27), (28) en (29) dat elke x € A uitgedruk kan word as
x = hi(t)e + ha(t)p + hs(t)q + ha(t)pg, (30)

waar hi, hs, hz en hy polinome in ¢ is. Aangesien ¢ in die sentrum van A is en die sentrum
van A 'n subalgebra van A is (Proposisie 0.7), is elke h;(t) in die sentrum van A. Indien
ons kan bewys dat die standaard polinoomidentiteit van graad 4 vir die elemente e, p, g

en pq geld, is ons dus klaar.

Sonder die verlies aan algemeenheid, laat a; = e. Kom ons beskou die produkte van a,
as, a3z €n a4 waar as, ag en ay in ‘n willekeurige vaste volgorde voorkom. Vir enige so 'n
produk kan a; moontlik in posisie 1 of 2, of a; kan moontlik in posisie 3 of 4 voorkom.
Die produkte van die elemente in al vier hierdie volgordes is gelyk. Die teken van die
permutasie van die indekse van die elemente in hierdie produkte verskil egter indien e in
die eerste en tweede posisie is, en indien e in die derde en vierde posisie is. Sodoende
kanselleer die som van die vier produkte uit sodat die standaard polinoomidentiteit nul

is. Byvoorbeeld: aangesien

1 2 3 4 1 2 3 4
(2 - 4>=(123)=<13)(12), (2 - 1>:(1234)=(14)(13)(12),

(1 23 4):(21)(12)(31)(13)(41)(14) en (1 23 4):(12)

1 2 3 4 21 3 4
volg dat
sgn(o)asazaiay = +asazeas = asazay, sgn(0)asaza,a; = —aga3a4€ = —a2a30y4,
sgn(o)ajasazay = +easazay = asazay  en  sSgn(0)asaa3ay = —a2€a304 = —a30304
sodat

sgn(o)asazayay + sgn(o)asazasay + sgn(o)ajasazay + sgn(o)asarazay = 0.
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Hierdie argument geld vir al 3! = 6 volgordes van as, as en ay. Dus geld

Z SgIl (1)o(2)As(3) 0o (4) = 0

oESy

vir e, p, q en pq.

Lemma 1.5 ([12], Lemma 2) As n > 3, kan die F-algebra M, (F') nie deur twee idem-

potente voortgebring word nie.

Bewys Beskou die matrikseenhede e;1, €12, €22 en eg3. Die enigste nie-nul produk van

die eenhede is €11€12€92€23 — €13. Dus is

Z sgn(o aa(l)aa( Yo (3)Ao(4) = €13,
gESy

waar a; = ej1, Gy = €12, A3 = €39 €n a4 = es3. Sodoende volg dat M, (F') nie die standaard

polinoomidentiteit van graad 4 bevredig nie. Die resultaat volg dus uit Stelling 1.4.

In Lemma 1.7 sal ons vind dat Ms(F') die standaard polinoomidentiteit van graad 4,
vir enige liggaam F', bevredig. Ons sou dus die vraag kon vra of die omgekeerde van
Stelling 1.4 geld en ons sodoende die gevolgtrekking kan maak dat Ms(F') deur 2 idem-
potente voortgebring kan word. In die daaropvolgende lemma (Lemma 1.8) sal ons egter
'n voorbeeld van 'n liggaam F' sien waarvoor Ms(F') nie deur 2 idempotente voortgebring

word nie. Die omgekeerde van Stelling 1.4 geld dus nie.

Aangesien 2n > 4 indien n > 3, kon ons Lemma 1.5 ook deur middel van Stelling 1.4 en

die volgende resultaat bewys het.

Lemma 1.6 (/8], Lemma 6.5.1) M,(F) bevredig nie ’n polinoomidentiteit van graad

kleiner as 2n nie.

Die rede waarom ons die standaard polinoomidentiteit van graad 4 in Stelling 1.4 en

Lemma 1.5 gebruik, en nie van graad 3 nie, is omdat f(e1y, €12, €22) = €12 # 0 en My(F),
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met F' # Zo, deur 2 idempotente, soos ons in Lemma 1.9 sal sien, voortgebring kan
word. Die kleinste graad [ sodat 'n algebra voortgebring deur 2 elemente die standaard

polinoomidentiteit van graad [ bevredig, is dus 4.

Uit Lemma 1.2 en Lemma 1.5 volg dat
v(in,F)=3 as n>3.

Ons het dus (1) bewys.

Lemma 1.7 Die F-algebra Ms(F), vir enige liggaam F, bevredig die standaard polinoom-

identiteit van graad 4.

Bewys Aangesien €1, €12, €22 en ey 'n basis vir My(F') (gesien as 'n vektorruimte) is,

kan enige = € M,(F') in die vorm
T = mey; + lega + seqy + veoy

geskryf word, waar m,l,s,v € F. Aangesien F' in die sentrum van My(F) 1é, is dit
slegs nodig om te bewys dat My(F') die standaard polinoomidentiteit f(aq,as,as,ay) vir

a; = €11, Qg = €12, A3 — €929 €11 A4 = €97 bevredig.

Die enigste nie-nul produkte van hierdie elemente is

a1G20304 = €11€12€22€21 = €11, A2010403 = €21€11€12€22 = €22

a3a4a102 = €22€21€11€12 = €22 €11  A2A3Q441 = €12€22€21€11 = €11.
Aangesien
sgn(1234) = 4+, sgn(2143) = —, sgn(3412) =+ en sgn(2341) = —

volg dat

D 580(0) (1) (2)0o(3)do() = €11 — €22+ €2 — €11 = 0.
€Sy

Die resultaat is dus bewys.

Lemma 1.8 ([12], Lemma 8) Die algebra Ms(Zs) kan nie deur twee idempotente voort-

gebring word nie.
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c d
a b a b | a*—=bc ab—bd | | a b
c d c d B ca—de ch—a? | |ec d|’
a b 00 a b 1 0
] e Ll

a b
Bewys Laat p = [ ] 'n idempotent in My(Zs) wees, sodat p # 0, p # I,. Dan

volg dat

waar

Gevolglik is

a>—bc = a (31)
ab—bd = b (32)
ca —de = ¢ (33)
h—d? = d (34)

Aangesien 0 en 1 idempotente is, volg dat alle elemente van Z, idempotente is. Sodoende

volg uit (31) dat be = 0. Ons beskou die volgende moontlikhede:

l.c=0en b =1: Uit (32) volg dan dat d = a — 1.

2. b=0en c = 1: Uit (33) volg dan dat d = a — 1.

In die eerste twee gevalle volg dus dat p van die volgende vorm is:

a b
p= ,  met bc = 0.
c a—1

3. b=0 en c = 0: Aangesien p # 0, I, volg dat

10 ¢ 0 0
— O = .
P 0 0 P 01

Uit al drie bostaande gevalle volg sodoende dat p van die volgende vorm is:

a b
[c a—l]’ (35)

waar a, b, c € Zy en be = 0.

Gestel nou p en ¢ is twee idempotente van die vorm (35). Dan is daar die volgende twee

moontlikhede:
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1. p en q is bo-driehoeks of p en q is onder-driehoeks: Aangesien die som en
produk van bo- of onder-driehoeks matrikse bo- of onder-driehoeks, onderskeidelik,
is en I, beide bo- en onder-driehoeks is, volg dat die algebra A voortgebring deur p

en q eg in Ms(Zs) bevat is.

2. een van p en q is bo-driehoeks en die ander een is onder-driehoeks: Sonder

die verlies aan algemeenheid laat
aq 1 a9 0
b= en g = .
0 1- aq 1 1- a2
Nou,

A={lp+mqg+kl+ Z si('n produk van p’s en ¢’s)|l,m, k, s; € F'}. (36)
Verder is
aq 1 as 0 a;as + 1 1-— as
pq = = .
0 1—CL1 1 1-&2 1—a1 (1-&1)(1—(12)
Omdat

(1 — ag)al + (1 — al)aQ + (1 — al)(l — O/Q)
= a; — axaq +az — araz + 1 —a; —ax + ajas

= 1-@2@1:(116L2+1
en

(I—a)(l—a)+Q—a)(a—a)) +(1—a1)(l —az) = 3(1—a)(l—ay)

volg dat
vy — (1 —ag)ay (1 —ay) ] N [ (1 —ay)asy 0 ]
0 (1 —a)(1—ay) (I—a1) (I—a1)(1—as)
L] a=an - a) 0 ]
0 (1—@1)(1—0,2)
= l—a)p+{1—a)g+ (1 —a)(l —as)ls (37)



Omdat

a201 + 109 + A109 = 3CL16L2 = 207

en
as(l—a1) +a1(1 —az) + a1as = as —asay + ay — ajas + ajas
= —a9 — ay + asaq
= 14+ (1 —a)(l—a)
volg dat
— asa Qo n a10as 0 n ajas 0
0 Clg(l — al) aq a1(1 — &2) 0 a1a9
= Qa92p + arq + al(lzfg. (38)

Uit (36), (37) en (38) volg sodoende dat A as 'n lineére kombinasie van p, ¢ en I
uitgedruk kan word. Gevolglik is dim A < 3 en A # My(Zs). Dus kan M5(Zy) nie

deur twee idempotente voortgebring word nie.

Alternatiewe bewys vir Lemma 1.8 Soos in die bostaande bewys kan bewys word

dat 'n idempotent in M(Zs) van die volgende vorm is:

a b
[c ot—l]7 (39)

waar a,b,c € Zy en bc = 0. 'n Idempotent p in My(Zsy) is dus een van die volgende

CILILL L w

Vervolgens beskou ons die algebras voortgebring deur twee willekeurige idempotente p en

matrikse:

¢ in (40). Aangesien 'n algebra voortgebring deur p en ¢, waar p = ¢, bevat is in 'n algebra
voortgebring deur p en ¢, waar p # ¢, volg dat indien ons kan bewys dat al die algebras
voortgebring deur p en ¢, waar p # q, eg in My(Zs) bevat is, al die algebras voortgebring
deur twee willekeurige elemente in (40) eg in My(Zsy) bevat is. Gestel dus nou dat p en ¢

twee verskillende idempotente in (40) is.
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0
Kom ons neem sonder die verlies aan algemeenheid aan dat p = 00 en ¢ enige ander

matriks in (40) is. Aangesien p en I, terselfdertyd bo- en onder-driehoeks is, volg dat p,
g en I dan al drie bo- of onder-drichoeks is. Aangesien die som en die produk van bo-
of onder-driehoekse matrikse onderskeidelik bo- of onder-driehoeks is, volg dan dat die

algebra A voortgebring deur p en ¢ eg in My(Zs) bevat is. Soortgelyk volg dat die algebra

0 0
voortgebring deur [ 01 en enige ander matriks in (40) eg in My(Zs) bevat is.

Verder, aangesien

0

0 10
volg dat die algebra voortgebring deur [ 0 ( onderskeidelik [ Lo ]), en

1
0
e |00 - [0

( onderskeidelik L1 ) dieselfde sal wees. Dit is dus om te ewe om p of ¢ as 01

o T1o0 11 . |oo .
( onderskeidelik [ L0 ]) of as [ 0 0 ] ( onderskeidelik [ - ]) te kies. Dus volg,

sonder die verlies aan algemeenheid, dat die volgende kombinasie die enigste kombinasie

van p en ¢ is wat ons nog moet beskou:

11 0 0
= en q= .
P 0 0 I 11

Nou, aangesien

B oo [1 B
Pq 00l _ 00 P,
CJoo]fr 1] Joo]
wo= 1 1]loo] |1 1__q’

p?> = p en ¢*> = q volg dat enige produk van p’s en ¢’s maar net p of ¢ is. Laat A die

algebra voortgebring deur p en ¢ wees. Dan volg dat
A = {mp+lg+kly+ Zsi ('n produk van p’s en ¢’s) | m,l, k,s; € Zs}

= {mp+lq+k]2|m,l,k:€Zg}
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van dimensie 3 en dus eg bevat is in My(Zsy). Dus kan M;(Zs) nie deur twee idempotente

voortgebring word nie.

Uit bostaande lemma en Lemma 1.2 volg dat
V<2, ZQ) = 3.
Dus is (2) bewys. In die volgende Lemma bewys ons (3).

Lemma 1.9 ([12], Lemma 4) As F # Zo, dan kan die F-algebra My(F) deur twee idem-

potente voortgebring word.

Bewys Kies ' na€ F, meta#0enaz# —1. Stel

11
= en =
Do 00 do

10
a 0|

Laat A die algebra voortgebring deur py en ¢y wees. Nou,
11 10

Podo = =
o 00||ao0

Aangesien F' 'n liggaam is, het 1+ a 'n inverse in F', sodat [

1+a O
0 0

€ A.

€ A. Gevolglik is
10 10 00 10 01
- = < Aa bo — =
01 00 01 00 00
Lo (100
oo a0 10
Aangesien M (F') voortgebring word deur

ool ool 3o o)

volg dat My(F) C A. Maar pg, o € My(F') sodat My(F) = A.

en

00

€ A sodat [
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Dus word M;(F) deur die idempotente py en gy voortgebring.

Die bostaande bewys misluk indien F' = Z,, aangesien ons aan die begin van die bewys
die aanname maak dat a # 0 en a # —1. Aangesien —1 = 1 en 0 die enigste elemente

van Zs is, bestaan daar nie 'n a € Z, wat aan die gevraagde vereiste voldoen nie.

Stelling 1.1 is dus nou bewys.
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2 Die minimum aantal idempotente voortbringers van
direkte somme van volledige matriksalgebras oor 'n

liggaam

Ons sal in hierdie hoofstuk poog om die resultate van die eerste hoofstuk na direkte somme
van volledige matriksalgebras M, (F'), waar F' 'n willekeurige liggaam is, uit te brei. Ons

eerste mikpunt sal wees om die volgende stelling te bewys.

Stelling 2.1 ([12], Stelling 3) Laat B := M (F) © M"*(F) @ --- & M (F) die di-
rekte som van F-algebras van die vorm M. (F'), waar M]"(F) die direkte som van
ms kopieé van die F-algebra M, (F) voorstel, en v(B) die minimum aantal idempotente

voortbringers van B wees. As 1 <mnj <ng < --- < ny, dan is

v(B) = max v(M;"(F)).

1<j<k

Vervolgens sal ons die direkte somme M (F') beskou. Ons het reeds in Hoofstuk 1 die
geval bewys indien m = 1. Ons sal hierdie resultate nou uitbrei na direkte somme M*(F),

waar m > 2.

Aangesien M;(F) = F sal ons, om notasie te vergemaklik, M (F") as F™, m kopieé van

F', aandui indien n = 1. Ons sal die volgende resultaat vir hierdie geval bewys.

Stelling 2.2 (/11], Stelling 2) Laat F 'n liggaam en m > 2 wees. Dan is

V(F™) = [log,m].

Indien n = 2 sal ons deur middel van Stelling 2.3 die minimum aantal idempotente

voortbringers vir MJ"(F) kan bepaal wanneer m > 2 en |F| > m + 2.

Stelling 2.3 (/12], Stelling 5) Laat F' ’'n liggaam wees, met m > 2 en |F| > m+2. Dan
18

v(Mg"(F)) = 2.

In die geval waar n > 3 sal ons die presiese minimum aantal idempotente voortbringers
kan bepaal indien |F| > m + 1 en m > 2. Ons sal dit deur middel van die volgende

resultaat doen.
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Stelling 2.4 ([12], Stelling 5) Laat m > 2 en n > 3. Vir enige liggaam F, met |F| >
m+1, s
v(M;(F)) = 3.

Alhoewel ons nie daarin sal slaag om die minimum aantal idempotente voortbringers vir
die direkte somme MJ*(F), met m > 2 en |F| <m+1, en M]"(F), met m >2,n >3 en
|F'| < m, te bepaal nie, sal ons wel 'n ondergrens vir hierdie gevalle vind deur middel van
Gevolg 2.19, en 'n bogrens deur middel van Gevolg 2.13 en Gevolg 2.17, onderskeidelik.
Alhoewel die ondergrens oor die algemeen nie direkte relevansie het nie, sal ons wel uit
die ondergrens kan aflei dat die minimum aantal idempotente voortbringers in bostaande

gevalle van |F|, n, asook m, afhanklik is.

Aangesien alle eindige direkte somme van volledige matriksalgebras oor 'n liggaam F', in

die vorm
M;”II(F) @b M]g?(F) DD M;;'Z’“(F),

geskryf kan word, waar 1 < n; < ny < --- < ng, volg dat ons deur middel van Stelling 2.1,
Stelling 2.2, Stelling 2.3 en Stelling 2.4 die minimum aantal idempotente voortbringers
van alle eindige direkte somme van volledige matriksalgebras oor 'n liggaam F' kan bepaal,
behalwe die gevalle waarin 'n direkte som MJ*(F'), met m > 2 en |F| < m + 1, voorkom,
of die gevalle waarin 'n direkte som M*(F'), met n > 3, m > 2 en |F| < m, voorkom.
Ons sal egter deur middel van Stelling 2.1, Gevolg 2.19, Gevolg 2.13 en Gevolg 2.17 'n
ondergrens en 'n bogrens vir die minimum aantal idempotente voortbringers vir elk van

hierdie oorblywende gevalle kan bepaal.

Ons sal die hoofstuk afsluit deur aan te toon hoe ons die resultate wat ons in die tesis bewys
het op eindig dimensionele semi-eenvoudige algebras oor 'n algebraies geslote liggaam kan

toepas.

Ons beperk ons nou eers tot Stelling 2.1 voor ons die direkte somme M, (F') beskou. Ons
gaan eers 'n spesifieke geval van Stelling 2.1, naamlik die geval wanneer m; = mg = -+ =
my = 1 en n; > 1 bewys voor ons, soortgelyk, die algemene resultaat gaan bewys. Ons

gaan met ander woorde eerstens die volgende stelling bewys:

Stelling 2.5 ([12], Stelling 2) Laat F enige liggaam en B := M, (F) @& M,,(F)® - &
M, (F) wees. As1<mng <ng<---<ny dan is

v(B) = max v(ns, F') < 3.

1<s<k
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Voor ons egter Stelling 2.5 of Stelling 2.1 kan bewys, het ons nodig om Lemma 2.8, waarin

ons Definisie 2.6 en Stelling 2.7 gaan benodig, te bewys.

Definisie 2.6 ([4/, bladsy 188) 'n Vandermonde matriks van orde n is 'n n X n matriks

van die vorm

1 1 1 1 1
T i) T3 Ty Tn
2 2 2 2 2
xq Xy X3 Ty ZTy,
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
| 1 ) T3 Ly o Ty

Ons dui die determinant van bostaande matriks, genoem die Vandermonde determinant,

as V(xy,x9,...,x,) aan.

Stelling 2.7 (DIE VANDERMONDE DETERMINANT ARGUMENT)([}], bladsy 188)

Die determinant van die Vandermonde matriks in Definisie 2.6 is

IT =)

1<i<j<n

Bewys Ons gaan die stelling deur middel van induksie op n bewys. Gestel n = 2. Dan

volg dat

1 1
= X9 — X1 = H (.CCJ—.I'l)

T1 X2 1<i<j<2

Die resultaat geld dus vir n = 2.
Ons neem nou aan dat die resultaat vir n =k — 1 geld.

Ons beskou volgende die determinant van die k£ x k Vandermonde matriks. Deur middel
van ry operasies (ons stel ry ¢ as R; voor), die gebruik van die ko-faktor ontwikkeling en

ons induksie hipotese volg dat

1 1 1

T T2 Tk

2 2 2

V($1>$27-~,$k) = T Ty o Ty
k—1 k-1 k—1

Tq Lo Ty,
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1 1 1
eers Ry, — x1Ry_1
0 To — X1 T — T
dan Rk—l — l’le_Q
= |0 zo(xe—z1) ... ap(zr—19) _
dan Ry — 1R
0 zb (v —m1) ... 2 %(z —11) 2o
Ty — 21 Ty — X1
oo — 1) ... xp(TE — 1)
=1
oy Hrp — 1) o a(ay - o)
o8y —2p) - miiQ(xk — 1)
1 1 1
) T3 T
= (w—a)(@—m) - (wp—a)| 23 25 - 1]
x§*2 x§*2 xﬁ 2
= (v2—a)(@s —21) -+ (@ — 1)V (22,23, ..., 2%)

= (m—z)(zs—a1) - (wp—m) [[ (25— ) (41)

2<i<j<k

1<i<j<k

Die resultaat volg dus.

Lemma 2.8 ([12], Lemma 5) Laat A 'n F-subalgebra met identiteit e van 'n direkte som
B=B,®&By®--- P B, van F'-algebras B,, wees, en laat w,, die identiteit van B,, wees.
Dit wil sé wy & wy @ --- B wg = e. Laat m,, : B — B, die kanoniese projeksie wees en

gestel dat

1. mu(A) =B, virelke m=1,...,k en

2. daar 'n element w = ajw; G aswy B -+ D agwy in A is, waar a,, (m=1,... k)

verskillende elemente in F 1is.
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Dan is A = B.

Bewys Aangesien A 'n F-subalgebra van B is, is A C B. Indien ons dus kan bewys dat
B C A is ons klaar. Ons stel die elemente d1,,w1 @ dopwe B - -+ B Opmwy, Waar d;, die

Kronecker deltas is, as f,, (m =1,2,...,k) voor. Aangesien

(qwy & aswy & -+ - & apwy)®
= (aqw1)’ @ (wz)’ ® - © (apwy)’
= ajw] B asws ® - B ajw;

= ajw D aswy D - D Wy

vir alle s € N, het ons die volgende stelsel van vergelykings

e = wOw b Duwy
w = ouw D QW2 D---D AWy
w? = a%wl S¥) ang D---D aﬁwk
Wl = o Tlw @b T wy @ - @ ol g
Of anders gestel is
e = fitfat-+
w = aifitasfot+apfi
w? = aifi+azfot o+ aifi
Wt = T T kT,

waar "+ die optellingsoperasie van die algebra B is. Ons kan bostaande vergelykings as

1 1 1 1 fi e

Qg (8% (0%] Q; f2 w
k-1 k-1 k-1 k k-1
ay Qs Qs oy fr w

in matriks vorm uitdruk. Volgens die Vandermonde determinant argument (Stelling 2.7)

is Vi, ae,...,0p) = H (a; — ;). Volgens aanname is a; # «; vir i # j sodat
1<i<j<k
V(ag, e, ..., ax) # 0. Deur van Cramer se reél en die ko-faktor uitbreiding gebruik te
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maak volg sodoende dat

e 1 1
w Qs Qg
Wbl ok a1
fl B v<05170427 ,Oék)
9 Qg 1 1 1 1
Oé% Oéi [6%) O,
alg Lo a’;_l N 0/2“ L a’,j_l e alg_Q 0/,2_2
Vg, o, ..., ax) Viag, o, ... o) Vi, e, ... o)
C1 Co E—1 Ck—1
= e +w +-- 4w , 42
Viag, ag, ..., ax) V(ag, ag, ..., ax) V(ag, ag, ..., ax) )
waar ci,...,c.—1 € F. Uit (42) volg sodoende dat f; geskryf kan word as 'n lineére
kombinasie van e, w,w?, ..., w* ! oor F. Aangesien w € A volg dat f; € A. Soortgelyk
volg dat fs, f3,..., fr € A.
Laat m 'n willekeurige element van {1,...,k} wees. Aangesien m,,(B) = B,, = 7,,(A),

volgens aanname, bestaan daar vir elke b € B 'n a € A sodat m,,(b) = m,(a). Dus volg

vir 'n willekeurige b € B dat

k
bfm = @&‘mﬂ-m(b)wm
=1

k
= @ 5im7rm<a>wm
=1
= afn €A

k
Dus volg dat b = Z(bfm) € A. Gevolglik is B C A.

m=1

Ons is nou in staat om Stelling 2.5 en Stelling 2.1 te bewys.

Die bewys van Stelling 2.5 Gestel £ = 1. Dan volg uit Stelling 1.1 dat

v(B) = v(M,, (F)) = max v(ny, F) < 3.

1<s<1
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Die stelling geld dus vir £ = 1.

Gestel nou k& > 1. Let op dat aangesien n; > 1 volg dat ny > 3 sodat uit Stelling 1.1 volg
dat v(n,, F') = 3 vir alle m > 2. Dit wil sé max v(ng, F') = 3 vir k > 1. Indien ons dus

kan bewys dat v(B) = 3 vir alle k > 1 is ons klaar.

Aangesien die kanoniese projeksie m van B op M,,(F") 'n surjektiewe homomorfisme is
en homomorfismes optelling en vermenigvuldiging behou, volg dat indien by, ... b vir B
voortbring, me(by), . .., () vir M,,,(F) voortbring. Aangesien v(ng, F') = 3 volg dus dat
v(B) > 3. Indien ons bewys dat B deur drie idempotente voortgebring kan word, volg dat

v(B) = 3 en ons is klaar.
Laat

D=Dn ©OPny @ DOPnyy 4= DG, ®---DBqn, en 17 =7, Orp, G- D1y,

met p,, ¢, en r, die idempotente in (4), (5) en (6), onderskeidelik. Ons sal deur middel
van induksie op k bewys dat die F-subalgebra A voortgebring deur p, ¢ en r gelyk aan

B, vir alle k£, en dus in die besonder vir k > 1, is.

Ons het die geval £ = 1 in Lemma 1.2 bewys. Ons neem nou aan dat die algebra
voortgebring deur p, g en r, waar 1 <k < j—1, gelyk aan B = M, (F) & --- & M, (F)
is. Indien ons kan bewys dat die algebra voortgebring deur p, ¢ en r, waar k = j, gelyk
aan B = M, (F) @ --- & M, (F) is, is die induksie voltooi en het ons bewys dat A = B

vir alle k.

Laat
By := My, (F) & My, (F) @ - & My, , (F), By = My, (F),

en A die F-subalgebra van B = M, (F)) © - -- © M,,(F) voortgebring deur
p:pnl@"'@pnj, qZin@@Qn] €n T:rnl@"'@rnj

wees. Verder, laat 7 die kanoniese projeksie van B op B; en 7, die kanoniese projeksie

van B op By wees. Dan is m1(A) die algebra voortgebring deur
Pny Ggan@"'@pnj_n Gny @QnQ@"'@an_l €n  Tp, 697“71269"'697’711-_1

en mo(A) is die algebra voortgebring deur

Pnj;Qn; €1 Tp,.
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Volgens ons induksie hipotese is
m(A)=B; en my(A)=DB..
Laat b=7(2e —p—q)ena=p+q—e+0b, waar e = I,,, - -- @ I, die identiteit van B
is, sodat b,a € A. Dan volg uit (14) en (15) dat
b=e€n1 D - Dep1 en a=day O ap, D D ay,
waar a, die permutasie matriks in (7) is. Deur van (17) gebruik te maak volg dat

p+q_€ = (pnl@pn2@®pn])+(qn1@qn2@@qn])_(I?H@[TLQ@@[ng)
= (pn1+Q7L1_]nl)@"'@(pnj"'qm-_]nj)
1 1 1
~ pVeple-oDY,

waar 7 + 7 die optellingsoperasie in B is, sodat uit (18) volg dat
(p+q—e) ' =060&---a0& DY
of in terme van B, en By dat
(p+q—e) ' =0de,, (0€B;ene, €B,).

Laat wy := I, & --- @D L, , en wy := I,;. Dan is w; die identiteit van B; en wy die

identiteit van By. Sodoende volg dan uit (21) dat

m=1
L%
= 0P @O@Za@ m“elnjanmj
m=1
vy
— Z anJ m+1(0 @ P @ 617nj)a,m 6 A
m=1

Volgens Lemma 2.8 is A =B = M,,(F) ®---® M,,(F). Dit wils¢ B =M, (F)®--- @

M, (F) kan vir alle k, en dus vir £ > 1, deur drie idempotente voortgebring word.

Die bewys van Stelling 2.1 Om die stelling te bewys, gebruik ons Lemma 2.8, induksie

op k en sentrale polinome. Sentrale polinome word in Hoofstuk 3 behandel.
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Daar is niks om te bewys as kK = 1 nie. Dus, laat £k > 1 wees en gestel die resultaat is

waar vir alle k' sodat k' < k. Laat

By =M™ (F)@®--- @& M™ ' (F) en By:= M™(F)

Nk—1

sodat
B=DB; ®Bs.

Ons weet volgens die induksie hipotese dat
v(By) = max v(M(F)). (43)

Laat m; die kanoniese projeksie van B op B; en 7y die kanoniese projeksie van B op
B, wees. Aangesien m; en my dan surjektiewe homomorfismes is en homomorfismes
optelling en vermenigvuldiging behou, volg dat indien by,bs,...,bs vir B voortbring,

m1(b1), m1(ba), ..., m1(bs) vir By en ma(by), ma(be), ..., ma(bs) vir By voortbring.
Sodoende volg dat

v(B) > max(v(By),v(Bs)) > v(B), v(Bs). (44)
Laat t = max(v(B;),v(Bs)). Aangesien t > v(B;), v(B,), volg dat By en B, onderskeidelik
deur ¢, nie noodwendig verskillende, idempotente voortgebring kan word. Se

€1,€9,...,6; en Fy Fy ... F, (45)
bring, onderskeidelik, B; en By voort. Laat A die F-subalgebra van B voortgebring deur
61®E1762@E27"'7et@Et

wees. Dan is m1(A) = B; en m(A) = B, volgens (45). Indien ons kan bewys dat

OdecA, (46)

met 0 die nulelement van B; en e die identiteitselement van By, dan volg uit Lemma 2.8
dat A = B, en dus dat B deur ¢t idempotente voortgebring kan word. Met ander woorde
dat

v(B) <t. (47)

Uit (43), (44) en (47) kan ons dan die gevolgtrekking maak dat

v(B) = t = max(v(B;),v(B,))
= max( max v(M,"7(F)),v(M;*(F)))

1<j<k—1 "

= max v(M*(F)).

1<j<k
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As ons dus (46) kan bewys, is ons klaar.

Volgens Stelling 3.5 bestaan daar 'n nie-nulwordende sentrale polinoom f (soos in Defini-
sie 3.1 gedefinieer) vir M,, (F'). Dus bestaan daar matrikse X, Xo,...,X; € M, (F)
sodat

f(X1,..., X)) =al,,

vir 'na € F, a # 0. Gevolglik is

f(:)(l@...@le"”,:Xl@...@Xé) = a]nk@...@a]nk

my kopieé my, kopieé
= alp*.
Omdat
Xl@@Xl yoo ey Xl@@Xl EM;?Ck(F):BQ:WQ(A)
bestaan daar A, Ay, ..., A; € A sodat
(A1) =X1® - B Xy, m(A)=X0® - dXy, ... mA)=X& - -dX.

Verder is

7T1(A1),...,7T1(Al)EBleTZLl(F>@"'€BMmk71(F) met Ny, ..., N1 < Ng.

Nk—1

Beskou nou die 1 — 1 homomorfisme

aj: My (F) = My (F) (j=1,2,....k—1)

Y10
0

Ons kan dus deur van a; gebruik te maak M, (F) in M,, (F') inbed of, anders gestel, kan
ons M, (F) as'n subalgebra

e

van M, (F) beskou. Sodoende volg, vir willekeurige Y1,...,Y, € M, (F), aan die een
kant dat

gedefinieer deur

a;(Y) =

Y € MnJ(F)}

0 (f(0h,Ys,..., V) €D

~~
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en, met behulp van Stelling 3.2, aan die ander kant dat

aj(f(}/i7§/é7"'7}/2)) = f(aj(yl)v>aJ(Y2))EZ(Mnk<F))

——
€My, (F) €My, (F)
d O

— vir’'nde F.
O d

Gevolglik is d = 0 wat impliseer dat f(Y7,Ys,...,Y;) = 0. Daarom is
f(mi(Ay),m(As),...,m(A)) =0
in By, en dus volg dat
A> f(A,Ag,. ., A) =0 (al,, - Dal,,),
met 0 € By en al,,, ®--- P al,, € Bs. Gevolglik is

1
af(AhAQw-,Az):O@eEA.

Let daarop dat die geval n; = 1 ook gedek word deur die bewys van Stelling 2.1, maar

nie deur die bewys van Stelling 2.5 nie.

Alhoewel ons v(M,(F)) (in Stelling 1.1) en v(M;7*(F) @ --- @& M (F')) (in Stelling 2.1)
in terme van v(M"(F)),...,v(M]*(F)) bepaal het, weet ons nog nie wat v(M]"(F')) is

nie. Ons beskou dus nou direkte somme van die vorm M (F).

Ons beskou eerstens die geval indien n = 1, met ander woorde, direkte somme van die

vorm F'™.

In ([12], Stelling 5) beweer Krupnik foutiewelik, soos in [11] uitgewys, dat v(F™) = m—1,

waar F' 'n oneindige liggaam is. Hier volg 'n teenvoorbeeld.

Volgens Krupnik is v(F*) = 3, waar F' 'n oneindige liggaam is. Beskou nou die idempo-

tente
(1,1,0,0) en (1,0,1,0). (48)
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Aangesien (1,1,1,1) die identiteit van F* is en

(1,0,0,0) = (1,1,0,0)(1,0,1,0);

(0,1,0,0) = (1,1,0,0) — (1,0,0,0);

(0,0,1,0) = (1,0,1,0) —(1,0,0,0);

(0,0,0,1) = (1,1,1,1) —(1,0,0,0) — (0,1,0,0) — (0,0, 1,0),

volg dat die twee idempotente in (48) die hele F* as F-algebra voortbring. Dus is v(F*?)
< 2. Trouens, uit Lemma 2.10 volg dat v(F*) = 2.

Indien ons F™ as 'n vektorruimte oor F' in plaas van 'n F-algebra beskou, volg dat
aangesien F" dimensie m het ons al m hierdie elemente kan voortbring deur m — 1

elemente van die basis
(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)

en e, waar e die identiteit van F'™ is, te gebruik. Dus volg dat ons die vektorruimte F™
deur m — 1 elemente kan voortbring. Aangesien die aantal elemente van 'n basis, met
ander woorde die dimensie van 'n vektorruimte, uniek is kan ons die vektorruimte F™
nie deur minder as m — 1 elemente voortbring nie. Dus volg dat die minimum aantal
idempotente voortbringers vir die vektorruimte F™, m — 1 is. Krupnik se resultaat,
naamlik dat v(F™) = m — 1, waar F' 'n oneindige liggaam is, sou dus wel waar gewees

het indien hy F" as 'n vektorruimte beskou het.

As regstelling van die fout in [12] word inderwaarheid iets sterker as Stelling 2.2 in ([11],
Stelling 2) bewys, naamlik dat

v(R™) = [logym],

waar R 'n kommutatiewe ring is en Stelling 2.2 dus direk volg. Die volgende Lemmas en

resultate is 'n uiteensetting van die bewys van Stelling 2 in [11].

Notasie Laat m > 2. Ons dui die element van R™ met 'n 1 in die kde posisie en 0’e
andersins as €)', die identiteit van R™ as 1gm en die nulelement van R™ as Opm aan. Laat

n > 1. Ons definieer die idempotente u?" (i = 1,...,n) in R*" as

21'—171 j.2n—i+l+2n—i

u?' = Z Z er. (49)
=0

k=14j-2n—i+1
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Vir n = 3 beteken dit byvoorbeeld dat

uf =(1,1,1,1,0,0,0,0) w5 =(1,1,0,0,1,1,0,0) 5 =(1,0,1,0,1,0,1,0).

Nog 'n manier om die u?"’s te beskou is as volg. Stel eerstens vir u? := €2 = (1,0). Breek

dan R*""" virn > 1, op as R* @ R?" en stel u""" := (1pen, Open) en u2"" = (u2"y,u2"))
vir g =1,2,...,n+ 1.

Lemma 2.9 (/11], Lemma 1) Vir elke n > 1 is die versameling {u?",... ,u2"} 'n ver-
sameling idempotente voortbringers van R*", waar R 'n kommutatiewe ring enu? ... u2"

in (49) gedefinieer is.

Bewys Ons bewys die lemma deur middel van induksie op n.

Asn =1, dan is u? := e} = (1,0). Verder is 1z — €3 = (1,1) — (0,1) = (1,0). Aangesien

(1,0) en (0, 1) vir R? voortbring volg sodoende dat u? vir R? voortbring.

Gestel nou die versameling {u?",...,u2"} bring R?" voort vir 'm n > 1. Laat A die
R-subalgebra van R?""" voortgebring deur {u?""",... u2"'} wees. Dan volg dat
(ugilvoRQn) = (U?ihuiil)(len,ORzn)
= Ul e A (50)
en dat
(0R2">Uj11) = (1@11,“?11)(032", 1pon)
w2 (Lo = (Lger, Ope)
= " (L — ) €A, (51)

vir j=1,...,n+ 1. Aangesien {(Ogen,u? ), ..., (Ogen,u®")} en {(u?",0p2n), ...,

(u2", 0pan )} vir Ogen @ R en vir R?" @0 p2n, onderskeidelik, volgens ons induksie hipotese,
voortbring volg uit (50) en (51) dat R*"" = R* @ R*" = (0® R*") 4+ (R*" @ 0) = A,
waar "+ die optellingsoperasie van R?""" is. Die induksie is dus voltooi en die lemma is

bewys.

Lemma 2.10 (/11], bladsy 607) Die R-algebra R™, met m > 2, waar R 'n kommutatiewe

ring is, kan nie deur minder as [logy m| idempotente voortgebring word nie.
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Bewys Laat pi,...,Prog,m]—1 enige [log, m| — 1 idempotente in R™ en P die versame-
ling wat uit die identiteit van R™ en al die produkte van hierdie elemente bestaan, wees.
Aangesien die produk van j van die p;’s maar net p; is en R kommutatief is, kan ons
die elemente van P as die produkte van al [log,m]| — 1 elemente pi, ..., DPriog, m]-1, €lk
tot die mag 0 of 1 verhef, sien. Ons kan, byvoorbeeld, indien m = 32 en py, ps, p3 en py

idempotente in R3? is, die produk pipsps as die produk

(p1)" (p2)"(p3)" (pa)"

sien. Die maksimum moontlike aantal elemente van P is dus 2M182m1=1 < glosam — 4y
Dit wil sé¢ |P| < m. Laat A die R-subalgebra van R™ voortgebring deur pi, ..., Prog, m]—1
wees. Dan is

apy+ -+ QTlog, m]Pllogy m]—1 + klRm + Z Si(jn

A= CLh...,CLﬂOng]_l,k,SiEF

produk van elemente in {p1, ..., Prog, m)-1})
Aangesien P uit die elemente en alle moontlike produkte van die versameling {py, ...,
Pllog, m]—1, Lrm } bestaan, bestaan A slegs uit somme en skalaarprodukte van P. Gevolglik
is A die R-submoduul voortgebring deur P. Die rang van A is dus kleiner as m. Omdat

die rang van R™ gelyk aan m is, volg dat A G R™.

Stelling 2.11 (/11], Stelling 2) Laat R 'n kommutatiewe ring en m > 2 wees. Die
minimum aantal idempotente v = v(R™) sodat R™ as 'n R-algebra deur v idempotente

voortgebring kan word, is [log, m].

Bewys Laat m > 2 wees. Dan is m = 2" of 2! < m < 2" vir 'nn € N.

Indien m = 2" volg uit Lemma 2.9 dat R™ deur n = log, m = [log, m] elemente voortge-

bring kan word.

Indien 2"7! < m < 2", dan is R™ die homomorfe beeld van R?" onder die kanoniese

afbeelding man ,,, gedefinieer deur
Tonm (L1, oy Timy ooy Tan) = (1,000, Ty

Aangesien die kanoniese afbeelding 'n homomorfisme is en optelling en vermenigvuldiging
sodoende behoue bly, volg uit Lemma 2.9 dat R™ ook in hierdie geval dan deur n =

log, 2™ = [log, m| idempotente voortgebring kan word.
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Volgens Lemma 2.10 kan R™ nie deur minder as [log, m| elemente voortgebring word nie.
Gevolglik is v(R™) = [log, m].

O

Aangesien Stelling 2.2 direk uit Stelling 2.11 volg, kan ons dus nou die minimum aantal

idempotente om die F-algebras F™ voort te bring bepaal.

Vervolgens beskou ons die direkte somme M"(F), met m > 2 en n > 2, waar ' 'n
willekeurige liggaam is. Krupnik bepaal in ([12], Stelling 5) deur middel van die volgende
resultaat die minimum aantal idempotente voortbringers vir die direkte somme M (F),

met m > 2 en n > 2, waar F' 'n oneindige liggaam is.

Stelling 2.12 (/12], Stelling 5) Laat F' ’'n oneindige liggaam en n > 2 wees. Dan is

m 2 as n=2
v(M'(F)) =
3 as n > 3.
Hierdie resultaat geld egter, soos ons aan die begin van die hoofstuk in Stelling 2.3
en Stelling 2.4 aangedui het, ook vir sekere eindige liggame. Hier volg die bewys van
Stelling 2.3.

Die bewys van Stelling 2.3 Laat ay,...,a,, met a; # 0,1, verskillende elemente in
F wees. Ons stel

P=p® - ®pm en Q=D DGnm

11 ) 1 0 .
en ¢; = , Jg=1...,m.
0 0 Tl —a; 0

Laat B; = M(F), vir alle j, sodat

waar

Dj =

B ;:Bl@...@]]gm:MQ(F)@...@MQ(FZ:M?(F)
mk‘orpieé

en laat A die F-subalgebra van B voortgebring deur P en () wees.

Omdat |F| > m+ 2 en m > 2 volg dat |F| > 4 en dus dat F' # Z,. Aangesien 7;(A),
waar 7; : B — B; die kanoniese projeksie is, die algebra voortgebring deur p; en g; is,
volg, vir alle j, uit Lemma 1.9 dat m;(A) = My(F). Gevolglik is

mi(A) = My(F) = m;(B)
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vir alle j. Verder is

P-Q)? = (1 —¢)* @ ® (P — Gm)’

a; 0 a, 0
= ©® ©®
0 a 0 ap
1 0 1 0
— al @ “ e @ am
0 1 01

10
waar 01 die identiteitselement van B; = My(F), vir alle j, is. Omdat (P—Q)? € A,

volg uit Lemma 2.8 dat A = B, sodat B deur die idempotente P en () voortgebring word.
O

Ons het die volgende resultaat gevind, wat ons in staat stel om 'n bogrens vir die minimum

aantal idempotente voortbringers van 'n direkte som M3*(F'), met |F| < m+1, te bepaal.

Gevolg 2.13 Laat F 'n eindige liggaam wees, met m > 2 en |F| < m+ 1. Dan is

[log2 LF\%H +2 as |F|>3

v(M3"(F)) <
[logy m] + 3 as F =1Zs.

Bewys Gestel |F| > 3. Laat LIFI%J =1, {IFIL—?W =k, By = My(F) @ - & My(F) en,

|F|7\2'keer
indien m — [(|F| —2) > 0, By = My(F) @ - -- & My(F) wees. Dan volg dat

J

m—I(|F|—2) keer

—_————
| keer
of
MPMF)=B, &---&B, indien m — [(|F| —2) = 0.
—— ——

[ keer

Eerstens, aangesien (|F| —2) + 2 = |F| volg uit Stelling 2.3 dat B; deur 2 idempotente,

sé p1 en po, voortgebring kan word. Tweedens, aangesien
m=I(F|-2)+r, met0<r<|F|-2,
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volgens die delingsalgoritme, volg dat (m —I(|F| —2)) +2=r+2< (|F|—-2)+2=|F|.
Sodoende volg uit Stelling 2.3 dat By ook deur 2 idempotente, sé ¢, en g9, voortgebring

kan word.

Ons beskou nou die subalgebra A van MJ*(F'), voortgebring deur
lgp, 0@ @0, ..., 000Dl 30, 00 0O Ig,, (52)
indien m — I(|F'| — 2) > 0, of deur
1, 0B - B0, ..., 0@ - ®0D 1p,, (53)

indien m — I(|F'| — 2) = 0, waar 1p, en 1p, die identiteitselemente van B; en B,, onder-
skeidelik, is. Aangesien A slegs bestaan uit skalaar produkte van die elemente in (52),
indien m — [(|F| —2) > 0, of die elemente in (53), indien m — [(|F| —2) = 0, is A in-
derwaarheid slegs k kopieé van F en dus isomorf aan F*. Volgens Stelling 2.11 kan A
deur [log, k] idempotente, sé vy, . .., Ufiog, k], Voortgebring word. Dit wil sé vy, ..., Ufiog, ]
kan in die besonder die elemente in (52), indien m — I(|F| — 2) > 0, of in (53), indien
m—I[(|F|—2) = 0, voortbring. Gevolglik, indien m —[(|F| —2) > 0, kan die idempotente,

Viyeo 3 Vllogyk]y, P11~ DOp1Dq en paD---p2Dqe,

die idempotente,

p®0®---®0, 0bp®0D---®0, ..., 0B---BO0Dp DO,
p®0B--- 0, 0Ep®d0B---00, ..., 0B---D0Dp2 DO,
0®---®0Dq1, 0D---DOD o,

en dus die hele MJ*(F) voortbring; of, indien m — I(|F'| — 2) = 0, kan die idempotente,
V15 -+ -5 Ullog, k> P1D---Dpr en pyD---Dpa,
die idempotente,

p@®0®--- 0, 0®&pr®0D---d0, ..., 0B ---DODpy,

en dus die hele MJ"(F') voortbring. Dit beteken

V(MP(F)) < [logy k] +2 = [logQ [IFI%H +2.

Gestel nou F' = Zy. Dan kan Ms(Zs) volgens Stelling 1.1 deur drie idempotente, sé p, ¢

en r, voortgebring word.
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Ons beskou nou die subalgebra A van MJ"(Z,), voortgebring deur
LB0® -0, ..., 0B---®0® L. (54)

Aangesien ons A as m kopieé van F' kan sien en dus volg dat A isomorf is aan F™,
kan A, en dus in die besonder die elemente in (54), volgens Stelling 2.11 deur [log, m]

idempotente, sé vy, ..., Vlog,m], Voortgebring word.
Sodoende volg dat die idempotente,

U1, -+ Ullogym]s pd---bBp, qb---Dgqg, rD---DBr,

die idempotente,

pe0&...40, 0ppad0&d...40, ..., 0&...40&Dp,
g0 ...460, 06q08...40, ..., 06...60q,
re0de...e0, 0pre0a...40, ..., 06...40&T,

en dus die hele MJ*(Zs) voortbring. Gevolglik is

v(M5"(Z)) < [logym] + 3.

Voorbeelde Ons beskou 'n paar voorbeelde waar ons van Stelling 1.1, Stelling 2.3 en

Gevolg 2.13 gebruik maak.

Laat F' = Zy. Aangesien die kanoniese afbeelding m; van MJ*(Zy) op Ms(Zs) 'n sur-
jektiewe homomorfisme is en uit Stelling 1.1 volg dat v(2,Zs) = 3 weet ons reeds dat
v(M3*(F)) > 3. Deur nou van die bogenoemde resultate gebruik te maak, volg, byvoor-
beeld, dat

v(Ms(Z,)) = 3
3 < w(M3(Zy) < [logy2]+3 = 4
3 < v(MJ(Zs)) < [logy3]+3 5
3 < v(Mi(Zy)) < [logyd]+3 = 5
3 < v(M3(Zy)) < [logy5]+3 = 6

Laat |F'| > 3. Aangesien uit Stelling 1.1 volg dat v(My(F)) = 2 volg, soortgelyk as in die
geval waar F' = Zo, dat v(M3"(F')) > 2. Deur nou weereens van die bogenoemde resultate

gebruik te maak, volg, byvoorbeeld, dat
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v(Msy(Zs)) = 2

2 < v(M3(Z3)) < [logy2]+2 3

2 < v(M§(Zs)) < [logy3]+2 = 4

2 < v(Mj(Zs)) < [logyd]+2 = 4

2 < v(M3(Z3)) < [logyb]+2 = 5
v(My(GF(4))) = 2
v(M3(GF(4))) 2
2 < v(M}(GFM4)) < [log,[311+2 = 3
2 < v(My(GF(4))) < [log,[311+2 = 3
2 < v(M(GF(4))) < [logy[3]1+2 = 4
2 < v(MJ(GF4))) < [logy[5]1+2 = 4
2 < v(Mj(GF(4))) < [log,[311+2 = 4
2 < v(M3(GF(4))) < [logy[5]1+2 = 4
2 < v(M(GF4))) < [logy[3]1+2 = 5,

waar GF(4) die galois liggaam met vier elemente is.

Ons beskou nou volgende die direkte somme M™(F'), met m > 2 en n > 3. Voor ons
Stelling 2.4 bewys, beskou ons eers magte van die matrikse Dfll,,)l,an,a € M,(F), waar

a # 0 'n element van die liggaam F' is, wat ons as volg definieer:

Dnlv()l - Dn1)+(()é—1)612 pao = an+(a_1)el2
[0« O | [0 a 0 O]
0 1 0 1 0
(55)
= — O ,
0 1 0 1
O 0 | 10 0 |

waar a, in (7) en Dg) in (16) gedefinieer is. In die volgende twee lemmas sal ons algebraies

bewys dat

46



DY

en dat

kolom 3

!
0 0 «
0 0 1
0
O
kolom 4
!
_ 0 o
0 1
L O
[0 0 0
0
O
O]
kolom 3
.
0 1
0
1 0
0 a 0

47

kolom n

(0%

.
= D + (a = )es
0 .
o
=D + (o — ey
0

=D+ (a =y

—ryn—2




n—1
n,x

S—ryn—2

0 —ryn—3
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kolom 3 kolom 3
|
01 O | 01 O
0 1 0 0
+ (a—1)
0 0 0 0 0
10 0 0
| 010 | 010
) - . exs Loz
kolom 4
!
[ 0 « O]
0 1
0 1 —ryn-—3
1 0
a 0
O a0 _
kolom 4 kolom 4
! !
0 1 O] 0 1
0 1 0 0
0 0 1 |+(@=1)] 0
0
O 10 ] L O 10
:Zg/ ’ e14+en3\,16n71,2
kolom
!
0 0 oz- —ryn—(n—1)
a 0
O «
« O_



kolom n kolom n

0 0 1 0 01] —wn-@m-n
0 0
0 0
= +(a—1)
O 1 0 O 1 0
10 _ Lo
) :a‘g’l h etntenn1+en1.n_o+-+es2
o O
Upo = =1,+ (a-1I, =al,
O a

Lemma 2.14 Laat D, , soos in (55) gedefinieer wees. Dan volg dat

D) =

n,o

{ DT(Lk)—i-(oz—l)eLkH as 1<k<n-1

0 as k=n.

Bewys Ons bewys die resultaat deur middel van induksie op k. Volgens die definisie

)

van D,(l{a is die stelling waar vir £k = 1. Gestel die stelling is waar vir 'n 1 < k <n — 1.

Dan is

DY = (D + (a = ey pn) (DY + (o = Denn)
Dflk+1) + (Oé — 1)61,k+1D7(11) + (Oé — 1)DT(L]€)€121+\(06 - 1)2617k+1€121

=0 =0
DY (a—=1)er 1)1 as 2<k+1<n-1

= (56)
0 as k+1=n

waar (56) volg uit (18), (19) en (20). Die induksie is dus voltooi en die lemma bewys.

Lemma 2.15 Laat a, . soos in (55) gedefinieer wees. Dan volg dat

k { aﬁ + (a0 — 1)(617k+1 + ek +eln1p—1+- -+ 6n,(k,2)’2) as 1<k<n-1

ol, as k=n.
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Bewys Ons bewys die resultaat deur middel van induksie op k. Volgens die definisie van

ap o 1s die stelling waar vir k£ = 1. Gestel die stelling is waar vir 'n k£ sodat 1 <k <n—1.

Dan is
k+1 k
an,a - an,aa’nya

= (af + (a = 1)(e1ps1 + ent + norgho1 ++ + €n(h-2)2))(an + (@ — 1)esa)

af (= 1)(erpro + €npi1 + €no1p+ -+ en-23) as 1<k<n-—2
+(a—1)ep—kt12
= (57)
al + (o — 1)(e11 + €nn + €11+ -+ + €33) as k=n—1
L +(OZ — 1)622
( kt1
ay™ + (o = 1)(er,(br1)+1 T eny(bt1) T Cnot,(kt)—1 + - as 2<k+1<n
= q -t en((ht1)-2)2)
\ al, as k+1=n,
waar (57) volg uit (10), (11) en (12). Die induksie is dus voltooi en die lemma bewys.
[

Ons gebruik die volgende welbekende formule, genoem Lagrange se Interpolasie Formule,
in Stelling 2.4.

Stelling 2.16 (LAGRANGE SE INTERPOLASIE FORMULE) ([9], Hoofstuk 6, Oefe-
ning nr. 12) As F' 'n liggaam, ag,ay, ..., a, verskillende elemente van F' en cgy, ¢y, ..., Cp

enige elemente van F' is, dan is

f(l’) :Z((x_ao)"'(ff—ai—l)(f—az‘+1)"'($—an)

a; — ao) T (ai - ai—l)(ai - ai—f—l) T (az‘ - an) i

=0

die unieke polinoom van graad hoogstens n in Fx] sodat f(a;) = ¢; vir alle i.
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Die bewys van Stelling 2.4 Laat a # 0 enige element in F' wees. Ons stel

Pna = DPn + (Oé - 1)812 Gna = (dn
[ 1 | [0 0
0 0 0 o
0 0
B 0 0 ’ B 1
. O | O
€1
Tna = €Enl + enn
_ O
10 0 1

waar p, en ¢, in (4) en (5), onderskeidelik, gedefinieer is.

Aangesien
Pna + Qna — I, = DPn + Qn — I, + (Oé - 1)612

= Dg) + (a — 1)612
— pu

)
n,o

volg deur van Lemma 2.14 gebruik te maak dat

ol




Verder is

€ni + Pn,a + Qn,a

— ]n = €n1 + D;Ll) —+ (O[ — 1)612

en volg uit (10), (11) en Lemma 2.15 | vir willekeurige j,1 € {1,...,n}, dat

a e

n,x

apen + (= 1)(e1n—jt1 + €nn—j + €n1nj1+

R enf(nfjfZ)Q)enl

0 _ _
aﬂ,’aenl - Inenl = €n1

en—m-11 + (@ —1)err = e + (0 — L)en

U Ten1 +0 = €n_(n—j)1 = €1

€n1
aeqq as j=1
€j1 as 2<j53<n

en sodoende dat

n—j
Ay, o €n1Q

|

-1
n,o

as

as

as

as 1<j53<n—-1

as j=mn
j =
2<j<n-—-1
J=n

—~

(58)

(59)

uit (10))
uit (10))

arJemal !t +al Jen(a—1)(ey +eni1 4+ en_qo1-22) as 2<1<n

-
amaj €nl

aepalt +aep (o —1)(ey +en1+ -+ €nir32)

€j1®fl_1 +ej(a—1)(eu+en i1+ +enit32)

Qe

€j1

o2

as [ =1

as j=1 en
as 2<53<n en
as j=1 en

as 2<j57<mn en



(e +ala—1)ey as j= en 2<!<n (uit(11))
) et (a—Tey as 2<j<n en 2<I[<n (uit(11))
aeq as j=1 en [ =1
[ €1 as 2<j7<n en [=1
[ aZey as j=1 en 2<1<n
Qe as 2<j7<n en 2<[<n
= =)= == (60)
aeq as 7 =1 en [ =1
L €1 as 2<j7<n en [=1.

Aangesien F' 'n liggaam is en o?,a € F dus 'n inverse in F het (want a # 0 en dus
a? #0), volg uit (58), (59) en (60) dat ons e;; (j,l =1,...,n) deur middel van p, , ¢n.o

en 7, kan voortbring.

Omdat ons elke element A van M,,(F') kan uitdruk as

n
A:E sjej, waar s € I

=1

volg sodoende dat p, o, Gna €1 1y vir M, (F) voortbring.
Laat o, ..., a,, met o # 0, verskillende elemente in F* wees. Ons stel nou

Pn = Pn,a; bD--- EBpn,amu Qn = Gn,a; b---D n,a,, €1 Rn = Tn,a; b D Tn,om -

Laat B, :== M, (F) (j=1,...,m)sodat B:=B,®---®B,, = M,,(F) & --- & M,(F) en

N

vV
m kopieé

laat A die subalgebra van B voortgebring deur P,, ),, en R, wees.
Aangesien 7;(A) die algebra voortgebring deur pp.a;; qna; €N T, is, volg dat m;(A) =

M, (F). Indien ons kan bewys dat oI, & - - - @& ay, [, € A volg uit Lemma 2.8 dat A =B

en ons is klaar.

Aangesien 0, aq, . . ., au,, verskillende elemente van F' is, bestaan daar volgens Lagrange se

Interpolasie Formule (Stelling 2.16) 'n polinoom f(z) € F[z] van graad m, naamlik

z(r—ay) (T —a; )@ —ajp) (T — ap)
aj(aj —a) - (o — 1) (e — ajpa) -+ (o — )

(=) (- am)
o) =) ()

sodat f(a;) =1. (Onshet ¢co =0enc; =1vir j =1,...,m gekies.)

0+

=1

-1

Aangesien

rn,a(pn,a + Qn,a — [n)nil = (enl + enn)aeln = Q€np
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vir alle a € F', volg dat
Rn<Pn + Qn - e)nil = 01€pq ©---D OmCnn,
waar e = [, @ - -- @ I, die identiteit van M"(F) is. Omdat 0 : F' — M, (F') gedefinieer
—_——

m keer
Q(y) = YCnn = [ O ]
Yy

deur

'n homomorfisme is, volg dat

J(Ru(Put Qu—e)""") = [(

= flarenn) @ -~ @ flamenn)
(0(en)) @ --- @ f(0(am))

fla) @ - @ 0(f(am))

@---®0(1)

Q1€pp ©---D amenn)

Met behulp van (59) volg sodoende dat

(Pn+Qn_€+Rn_f(Rn<Pn+Qn_[n)n_l))n
= (P,+Qn—€e+ea® - dey)”
—_———

m keer
(0 o 0 o1 [0 a, 0 o1
0 1 0 0 1 0
— O EB..EB O
0 0
10 ... 0| 10 0 |
— aZ,al@"'@@Z,am

= ol,® - Day,l, € A

OJ

Ons kan vir 'n direkte som M (F'), met n > 3, m > 2 en |F| < m, soortgelyk aan die
geval waar n = 2, m > 2 en |F| < m + 1, deur middel van die volgende resultaat, 'n
bogrens vir die minimum aantal idempotente voortbringers bepaal. Aangesien die bewys
van Gevolg 2.17 soortgelyk aan die bewys van Gevolg 2.13 is, formuleer ons slegs die

resultaat sonder bewys.
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Gevolg 2.17 Laat m > 2 enn > 3. Vir enige eindige liggaam F', met |F| < m is

V(MM (F)) < [mgQ [IF!L—lH +3.

Voorbeelde
Gevolg 2.17 gebruik maak.

Ons beskou 'n paar voorbeelde waar ons van Stelling 1.1, Stelling 2.4 en

Aangesien die kanoniese afbeelding m; van M (F), met n > 3, op M,(F) 'n surjek-
tiewe homomorfisme is en uit Stelling 1.1 volg dat v(n,F) = 3 weet ons reeds dat
v(M™(F)) > 3. Deur nou van die bogenoemde resultate gebruik te maak, volg, byvoor-
beeld, dat

v(Ms(GF(4))) = 3
v(M3(GF(4))) 3
V(M (GF(4))) 3
3 < v(M3(GF(4) < [log[5]]1+3 = 4
3 < v(M(GF(4)) < [log,[3]1+3 = 4
3 < v(M3(GFM4))) < [log,[5]1+3 = 4
3 < v(M(GF(4)) < [log,[5]1+3 = b,

waar GF'(4) die galois liggaam met vier elemente is.

Ons kan die volgende resultaat vir eindige algebras in die algemeen bewys.

Stelling 2.18 Laat B™ m kopieé van die eindige algebra B wees. Dan kan B™ nie deur

k elemente voortgebring word as m > |B|¥ nie.

Bewys Ons beskou enige k elemente van B™, se
X = ($11,$12,---7$1m)7
X2 (x21a T2, . .. 7$2m)7
Xk (Th1, Ths - - Thom)-
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Dan kan ons die ”kolomme”

-$11- _$12- -$1m-
K, = o 7K2: o 7"'7Km: o )
_$k1_ _IL“k;Q_ _ﬂﬁkm_
vorm deur die n’de komponente van X, ..., X}, van bo na onder in "kolom” K, te plaas.

Hierdie ”kolomme” is m elemente van BF.

Indien m > |B|* volg dat twee van die bostaande "kolomme” dieselfde moet wees, sé
"kolom” [ en j is dieselfde. Maar dit beteken dat die {’de en j'de komponent van enige
element van die subalgebra A van B™, voortgebring deur X,..., X}, altyd dieselfde is.
Aangesien B™ elemente bevat waarvan die I’de en j’de komponente verskil, is A ;Ct B™.

Dit wil s¢ B™ kan nie deur k£ elemente voortgebring word nie.

Let op dat die bostaande stelling vir enige k elemente van die algebra B™ geld, en nie

slegs enige k idempotente van die algebra B™ nie.

Ons kan bostaande stelling as volg op 'n direkte som van die vorm M"(F') waar F eindig

is toepas.

Gevolg 2.19 ([12], Stelling 4) Laat F 'n eindige liggaam wees. As m > |F|** dan kan
g g ge 1gg

die algebra M (F') nie deur k elemente voortgebring word nie.

Bewys Dit volg direk uit bostaande stelling dat M,,(F) nie deur k elemente voortgebring
kan word as m > | M, (F)[* = (|[F|**)* = |F|* is nie.

Opmerking Uit Gevolg 2.19 volg dat indien 'n direkte som M (F') deur k elemente
voortgebring word, dan is |F|*” > m wat impliseer dat ;Cffg"fF' < k. Gevolglik is n;?fg”rﬂ
'n ondergrens van die aantal (idempotente) voortbringers van M (F) indien F' eindig is

en dus, in die besonder, indien n = 2 en |F| < m+ 1 of indien n > 3 en |F| < m.

o6



Aangesien die kanoniese afbeelding 7; van M (F') op M, (F") 'n surjektiewe homomorfisme
is en uit Stelling 1.1 volg dat v(n, F) = 3 indien n > 3 weet ons reeds dat v(M™(F)) > 3.
Ons kan dus in die geval waar n > 3 slegs nuwe inligting omtrent die grootte van
v(M™(F)) uit Gevolg 2.19 bekom indien ;‘ffg’?ﬂ > 3= logm > log |F|*" = m > |F]>".
Aangesien |F| > 2 moet

m > 2% = 8" = (s8)

lg
og | F|

is [ = 89 = 134217728 en vir waardes van n > 3 is [ > 134217728. Soortgelyk moet
m > 8 = 4096 indien n = 2 en F = Zy, en moet m > 9* = 6561 indien n = 2 en

wees, Vir — om moontlik groter as die reeds bekende ondergrense te wees. Vir n = 3

F # 7 voordat — o8 "TF‘ moontlik 'n nuwe onbekende ondergrens vir v(M"(F)) kan wees.

1 . . . . .
e oor die algemeen nie nuttig as 'n ondergrens vir v(M]*(F)) nie.

Gevolglik is g |F|

Ons kan egter wel ook uit Gevolg 2.19 die afleiding maak dat v(M*(F')) van n, | F|, asook
m, afhanklik is.

Voorbeelde Hier volg voorbeelde waar Gevolg 2.19 wel gebruik kan word om 'n nuwe
onbekende ondergrens vir v(M!"(F')) te bepaal. Ons maak ook in die voorbeelde van
Gevolg 2.13 gebruik om 'n bogrens vir v(M"(F')) te bepaal.

Laat F' = Zy, n = 2 en m = 70000. Aangesien l‘ig 70090~ 4 volg dat

222

5 < w(MIO(Z,)) < [log,70000] +3 = 20.

Laat ' = GF(4), waar GF(4) die galois liggaam met vier elemente is, n = 2 en

= 70000. Aangesien lolg 1009 - 2 volg dat

w
IA

v(M7™P(GF(4))) < [log[M5%]]+2 = 18.

Gevolg 2.19 word in [12] as Stelling 4 bewys. In die bewys van Krupnik word die stelling
gemaak dat 'n subalgebra A van M™(F') voortgebring deur k elemente van orde < |F |fn®

is. Hierdie stelling geld egter nie vir n = 1 nie. Hier volg 'n teenvoorbeeld.

Laat F = Zs, m =5, n=1en k = 3. Dan is F™ = ZZ (5 kopieé¢ van Zs). Aangesien
|F |’m2 = 53 het enige subalgebra van ZZ voortgebring deur 3 elemente volgens Krupnik se

bewys minder as 5% elemente. Volgens Stelling 2.2 bring
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(1,1,1,1,0),(1,1,0,0,1) en (1,0,1,0,1) (59)

egter die hele Z2 voort. Aangesien Z2 5° elemente het, is die orde van die F-subalgebra

voortgebring deur die k = 3 elemente in (59) groter as |F[*"”.

Dit is wel waar dat die subruimte van die vektorruimte M!*(F') voortgebring deur k

elemente van orde < |F|* < |F|*** is. Gevolg 2.19 geld dus ook vir vektorruimtes.

Voorbeelde Deur van Stelling 2.1, Stelling 2.2, Stelling 2.3 en Stelling 2.4 gebruik te
maak kan ons nou, byvoorbeeld, die minimum aantal idempotente voortbringers van die

volgende direkte som van volledige matriksalgebras oor 'n oneindige liggaam F' bepaal:

v(M3(F) & M2(F) & M{(F) & F®)
= max(v(M(F)), v(M2(F)), v(M3(F)), v(F))
= max(2,3,3,3) = 3.

Deur van Stelling 2.1, Gevolg 2.19, Gevolg 2.13 en Gevolg 2.17 gebruik te maak, kan
ons nou, byvoorbeeld, 'n ondergrens en 'n bogrens vir die minimum aantal idempotente
voortbringers van die volgende direkte som van volledige matriksalgebras oor 'n eindige

liggaam GF(4), waar GF(4) die galois liggaam met vier elemente is, bepaal:

v(M;(GF(4)) & M(GF(4)) & M;™(GF(4)) & (GF(4))°)
= max(v(M;(GF(4)),v(M(GF(4))),v(M;"™(GF(4))),v(GF(4))")).

Aangesien

[\
<
=
a
Q
=
=
IA

W W N
IN
<
5
(e
o
[«
(=]
—~
@
T
—~
e~
~—
~—
~—
N

18

volg dat
4 < v(MJ(GF(4) & MZ(GF(4)) & M{™ (GF(4)) & (GF(4))°) < 18.
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Ons sluit die hoofstuk af deur te wys dat ons deur middel van die resultate wat ons
in die tesis bespreek het die minimum aantal idempotente voortbringers van 'n eindig-

dimensionele semi-eenvoudige algebra kan bepaal.

Volgens die welbekende Wedderburn-Artin Stelling kan 'n semi-eenvoudige Artinse-algebra

as 'n direkte som van matriksalgebras oor delingsalgebras uitgedruk word.

Stelling 2.1 (WEDDERBURN-ARTIN STELLING)([9], Hoofstuk 5, Stelling 5.4)
n Algebra A oor ‘n liggaam F is 'n semi-eenvoudige linker Artinse-algebra as en slegs as

daar 'n isomorfisme van F-algebras, naamlik
A= Mn1 (]Dl) S Mn2 (D2> DD Mnt (Dt)7 (60)

waar ny < ng < -+ - < ny positiewe heelgetalle en D; 'n delingsalgebra oor F' is, bestaan.

Ons gebruik die volgende konvensie en resultate om deur middel van die Wedderburn-Artin
Stelling te bewys dat 'n eindig-dimensionele semi-eenvoudige algebra A oor 'n algebraies
geslote liggaam F' as die direkte som van volledige n x n matriksalgebras oor F' uitgedruk

kan word.

Konvensie Laat A 'n F-algebra wees. Dan kan F' deur middel van die 1-1 F-algebra
homorfisme « : F' — A gedefinieer deur k — k1, in A ingebed word. Ons neem sodoende
die konvensie aan dat ons F' as die subalgebra Im(«), waar Im(a) die beeld van « is, van

A sien. Aangesien vir elke a € A en elke k € F volg dat
alk)a = (klp)a = k(1pa)ly = (1paa)(kly) = aa(k),

is a(F') oftewel F'| volgens die konvensie, in die sentrum van A geleé.

Lemma 2.20 (/9], Hoofstuk 5, Lemma 5.6) As D 'n algebraiese delingsalgebra oor 'n

algebraies geslote liggaam F' is, dan 1s D = F.

Bewys Volgens die bostaande konvensie volg dat F' in die sentrum van [ gele€ is.

Omgekeerd, laat a € D en a # 0 wees. Aangesien D) algebraies oor F' is, volg dat daar 'n
[ € F[z] bestaan sodat f(a) = 0. Omdat F algebraies geslote is, is

flz)=Fk(xr —k)(x — ko) - (x — k,) waar k,k; € Fk#0
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sodat
0= f(a) =k(a—ki)(a—ky) - (a—ky).

Aangesien D 'n delingsalgebra is, volg dat een van die faktore van f(a) nul is, met ander

woorde, dat a — k; = 0 vir 'n i. Sodoende is a = k; € F vir 'n i. Gevolglik isD = F.

Die volgende welbekende resultaat word in die daaropvolgende lemma gebruik.

Stelling 2.21 (/2], Hoofstuk 5, Stelling 5.4.7) As W ’n subruimte van 'n eindig dimen-
sionele vektorruimte V' is, dan is dimW < dim V. Inderwaarheid, as dim W = dim V'

dan is W =V.

Lemma 2.22 (/9], Hoofstuk 5, Oefening nr. 2) ’n Eindig-dimensionele algebra A oor 'n
liggaam F' bevredig beide die afnemende en toenemende ketting voorwaardes op die linker

en regter algebra-ideale, en is dus 'n Artinse- en Noetherse algebra.

Bewys Gestel L1 O Ly O -+ (onderskeidelik L; € Ly C --+) is 'n afnemende (onder-
skeidelik toenemende) ketting van (linker, regter) algebra-ideale. Aangesien 'n algebra-
ideaal, gesien as 'n vektorruimte, 'n subruimte van die algebra, volgens definisie, is,
volg uit Stelling 2.21 dat dim L; > dim L;;; (onderskeidelik dim L; < dim L;,1) en dat
dim L; = dim L;,; as en slegs as L; = L; 1. Aangesien A eindig dimensioneel is, moet die

ketting sodoende stop.

Indien A ’n semi-eenvoudige eindig-dimensionele algebra oor 'n liggaam F' is, volg uit
Lemma 2.22 dat A 'n linker Artinse-algebra oor F' is. Volgens die Wedderburn-Artin
Stelling kan A soos in (60) uitgedruk word. Aangesien A eindig-dimensioneel is, volg dat
elke D; eindig-dimensioneel is. Volgens die opmerking na Definisie 0.18 is elke D; algebraies
oor F'. Uit Lemma 2.20 volg sodoende dat indien F' 'n algebraies geslote liggaam is, dat
F =1D;. Ons het dus die volgende skerper weergawe van die Wedderburn-Artin Stelling
bewys.
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Stelling 2.23 (/9], Hoofstuk 5, Stelling 5.7) Laat A 'n eindig-dimensionele algebra oor
n algebraies geslote liggaam F wees. Dan bestaan daar positiewe heelgetalle ny < ng <

-« < ny en ‘n isomorfisme van F'-algebras, naamlik

A M, (F)& & M, (F). (61)

Indien A 'n eindig-dimensionele semi-eenvoudige algebra oor 'n algebraies geslote liggaam
F' is, kan ons sodoende, volgens Stelling 2.23, A soos in (61), met ander woorde as 'n
eindige direkte som van volledige n x n matriksalgebras, uitdruk. Dit beteken dat ons van
die resultate wat ons in die tesis bespreek het gebruik kan maak om die minimum aantal
idempotente voortbringers van A te bepaal. Aangesien F' algebraies geslote is, volg uit die
opmerking na Stelling 0.19 dat F' oneindig is. Uit Stelling 2.1, Stelling 2.2 en Stelling 2.12

volg sodoende dat
v(A) = max v(M,"(F)),

1<i<t

waar
[logym;| as n;=1

v(M(F)) =4 2 as n; =2

3 as n; > 3.
Indien daar 'n ¢ bestaan sodat n; = 1 volg dat A 'n tweesydige ideaal van die vorm
0D---B0BF™B0®---d0 het. Indien A geen tweesydige ideale het nie, volg dus dat

n; > 1, vir alle 7, en dus in die besonder dat

v(A) < 3.
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3 Sentrale Polinome

In hierdie hoofstuk bespreek ons die vraag of daar 'n nie-nulwordende sentrale polinoom
vir M, (F'), met n > 2, waar F' enige liggaam is, bestaan. Ons benodig so 'n polinoom
om Stelling 2.1 te bewys. Voordat ons hierdie aangeleentheid verder ondersoek, definieer

ons eers die begrip sentrale polinoom en bepaal ons die sentrum van M, (F).

Definisie 3.1 (/6], bladsy 9, Def) Laat F 'n liggaam, A 'n F-algebra en F[ X1, X, ..., X,,]

die polinoomring in nie-kommuterende veranderlikes X1, Xs, ..., X, oor F' wees.

e ’n Polinoomidentiteit vir A is 'n polinoom P(X1, Xs,...,X,) € F[X1,Xs,..., X,]

sodat P(ay,aq, ..., a,) =0 vir elke ay,as, ..., a, € A.

e ’'n Sentrale polinoom vir A is 'n polinoom P(Xy, Xs,...,X,) € F[X1,Xs,...,X,]
sodat P(ay,aq,...,a,) € Z(A), met Z(A) die sentrum van A, vir elke ay,aq, ..., a,
€ A.

e 'n Sentrale polinoom is nie-nulwordend as dit nie 'n polinoomidentiteit is nie.

Stelling 3.2 Die sentrum van M,(F), met n > 2, is F'I,. Met ander woorde

a O

Z(M,(F)) = ra€eF
O a
Bewys Gestel i i
aix G2 - Qin
a a DY a n
S 7| € Z(M,(F)).
ap1 Ap2 -+ Qpp

Dan volg dat X; X = XX, vir alle X € M, (F). In die besonder volg dat e; X; = Xje;
(1 <i<mn). Aangesien

kolom i
!
aii O

Xie; = O ¢ 0O en ;X1 = | a; ... Qp | —ryi
(i O
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volg dat a;; = 0 as 7 # j.

Verder is e;; X; = Xje;;. Aangesien

ail O O O

eij e = QAjj —oryi

o kolom j
|
aii O O O
€ij = Qg “—oryi
O G O O
volg dat a1 = age =« -+ = ay,. Gevolglik is
a O
Z(M,(F)) C ra€F
O a
Omgekeerd, volg dat
a O
X = al,X
O a
= aXI,
= Xal,
a O
= X
O a

vir alle a € F en alle X € M, (F). Die resultaat is dus bewys.

W. Wagner het reeds in 1937 in [17] opgelet dat f(X,Y) = (XY —Y X)? 'n nie-nulwordende
sentrale polinoom vir die volledige matriksalgebra My(F') is, met F enige liggaam. Ons

het die volgende bekende resultaat nodig om die stelling te bewys.
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Stelling 3.3 (CAYLEY-HAMILTON)([2], Hoofstuk 7, ”Supplementary Exercises” nr. 7)

‘n Vierkantige matriks oor 'n liggaam F bevredig sy karakteristieke polinoom.

Stelling 3.4 (/17], bladsy 533) As F ’n liggaam is, dan is f(X,Y) = (XY —YX)? 'n

nie-nulwordende sentrale polinoom vir My(F).

Bewys Laat A :=
c d

ab]
en B =

¢ {L ] willekeurige matrikse in Ms(F) wees.
g

)

ae + fc *
* gb+ hd

Dan volg dat

tr(AB — BA) = tr( ¢ blle f]—le /
¢ d g h g h

_ae+bg * ]
= t?" J—
* cf +dh |

<_bg—fc * _>
= ir
I * fe—gb |

= bg— fe+ fc—gb

)

waar tr(X) die spoor van 'n willekeurige matriks X aandui. Gevolglik is die karakte-

ristieke polinoom p(\) van AB — BA van die vorm
p(A) =X +¢, waarc€ F.
Uit die Cayley-Hamilton Stelling (Stelling 3.3) volg sodoende dat

(AB—BA?+cl, = 0
= (AB — BA)? = —cl,.

Dus, volgens Stelling 3.2 is (AB — BA)? € Z(M,(F)). Gevolglik is (XY —YX)? 'n
sentrale polinoom vir My (F).
Indien ons A = e15 en B = ey kies, volg dat

(AB — BA>2 = (612621 — 621612)2

= (611 - 622)2

[1 o0 ’
o —1
— 1,40
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Dus is (XY — Y X)? 'n nie-nulwordende sentrale polinoom vir M (F).

Die vraag of daar 'n nie-nulwordende sentrale polinoom vir M, (F), met n > 3 en F' 'n
liggaam, bestaan, is vir die eerste keer deur I. Kaplansky in [10] gevra. Die vraag is
gedeeltelik deur V.N. Latyshev en A.L. Shmelkin in [13] beantwoord, waarin bewys is
dat daar wel 'n nie-nulwordende sentrale polinoom bestaan indien F' 'n eindige liggaam
is. E. Formanek en Y.P. Razmyslov het egter spoedig in [5] en [15], onderskeidelik, deur

middel van die volgende stelling 'n antwoord op Kaplansky se vraag gevind.

Stelling 3.5 (/5], Stelling) Vir elke n > 2 bestaan daar 'n nie-nulwordende sentrale

polinoom vir M,,(F), waar F ’n liggaam is.

Die res van die hoofstuk gaan ons wy aan 'n uiteensetting van die bewys van E. Formanek
in [5]. Ons beskou eers 'n aantal voorafgaande resultate en notasie wat ons in die bewys

gaan benodig.

Lemma 3.6 (/2], Hoofstuk 7, ”Supplementary Ezercises” nr. 12) Die karakteristieke poli-

noom van die n X n matriks

_ . o -
1 0 O —C1
1 0 —C
Ay = 0
O 0 —cpo
1 —c,q

is p(A) = A" + ¢ A" 4 -+ .

Bewys Ons bewys die stelling deur middel van induksie op n. Vir n = 2 volg dat

p(N) = det(Al, — A,)

- A Co
-1 )\+C1
= M4+
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Gestel die stelling is waar vir n = k — 1.

Ons beskou nou die karakteristieke polinoom van die £ x k matriks A,. Deur middel van

kolom-operasies (ons stel kolom i as K; voor) en die gebruik van die ko-faktor-ontwikkeling

volg dat

p(N)

det(AT, — A,)
A

Co
-1 A O C1
-1 A C2
-1 A
O A Crk—2
—1 A+
A c1
—1 A O Co
A -1 A c3 + (=1)" ¢
O
-1 A+

AN+ M2 o) + (1) e

AN N2 ) + (=) e

)\k + /\k71Ck71 + ...+ )\Cl + (_1)k+1(_1)k,100

N Nl 4 4 ey + o,

waar (62) uit die induksie-hipotese volg. Die induksie is dus voltooi.
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Opmerking Die matriks A, in Lemma 3.6 word die meegaande matriks van die poli-

noom p genoem.

Lemma 3.7 Die ring M, (F), waar F 'n liggaam en n > 2 is, bevat 'n matriks waarvan

al die eiewaardes verskillend is.

Bewys Indien F' oneindig is, neem ons die matriks

_ " 5 -
A= &
L O Fn i
waar ki, ks,...,k, verskillende elemente in F' is. Indien F' 'n eindige liggaam is, volg

uit Stelling 0.26 dat daar 'n priemgetal p bestaan sodat Z, in F' ingebed kan word.
Zplx]
TR
onherleibare polinoom van graad n oor Z, is. Uit Stelling 0.25 volg dat al die wortels van

Volgens Stelling 0.27(2) bestaan daar 'n eindige liggaam K van die vorm waar f 'n
[ verskillend is. Aangesien Z, in F' ingebed kan word, kan ons Z, as 'n subliggaam van
F sien. Sodoende kan f as 'n polinoom oor F' beskou word. Volgens Lemma 3.6 is f(x)
die karakteristieke polinoom van die meegaande matriks Ay € M, (F'). Aangesien al die
wortels van f verskillend is, is al die eiewaardes van Ay verskillend. Dus bestaan daar 'n

matriks in M, (F') waarvan al die eiewaardes verskillend is.

Notasie Laat zy,xs,...,2,1 kommuterende veranderlikes, X,Y7,Ys,...,Y,, nie kom-
muterende veranderlikes, en F[z1,%s,..., Ty, Tny1] en F[X Y7, Y5, ... Y, ] die algebras
oor F', voortgebring deur x1,xs,..., 2,11 en X, Y], Y5, ... Y, onderskeidelik, wees. Ons

definieer die funksie
0 : F[$17$2a"'7mn+1] - F[X7}/la}/277yn]

deur
E Cortay? . xyh g CaXMY1 XY, XY, X1,

Dit beteken byvoorbeeld vir n =5 dat
0(9z,2p2373) = IX Y1 XY, XY3Y, Y5 X
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en vir n = 2 dat
0(x3) = Y1 X?Ys.

Laat g die polinoom

g(xlv L2, - >$n+l) = H <$1 - xi)(xn—i-l - 1’1) H (xj - xk)z (63)

2<i<n 2<j<k<n

wees. Ons definieer G as die beeld van g onder 6, met ander woorde

G(Xa}/lv}/% e 7Yn) = 9(9(1’1,1’2, s 7xn+1))7

en die polinoom P as

P(X,Yi,....Y,) = GX,Y1,...,Y,) +G(X,Ys,...,Y,, Vi) 4+ +G(X, Yy, Yi, ..., Yo_1).

Ons sal bewys dat P(X,Y3,...,Y,) 'n nie-nulwordende sentrale polinoom vir M, (F') is.

In Lemma 3.8 bewys ons eers dat P(X,Y,...,Y,) in die sentrum van M, (F) is vir
beperkte waardes van X, Y7, ..., Y, naamlik wanneer X 'n diagonaal matriksen Y7, ...,Y,,

matrikseenhede is.

In Lemma 3.17 en Lemma 3.18 bewys ons dat die beperkte waardes van X,Y7,...,Y, in

Lemma 3.8 alle waardes in M, (F') dek, met ander woorde dat

P(X,Y1,...,Y,) € Z(Mn(F)), viralle X,Yi,....Y, € My(F);

en laastens bewys ons in Lemma 3.20 dat P(X,Y7,...,Y,) nie-nulwordend is, met ander
woorde dat daar 'n X, Y),...,Y, € M,(F) bestaan, sodat

P(X,Yy,...,Y,) #0.

Lemma 3.8 Die polinoom P(X,Y1,...,Y,) isin die sentrum van M,(F'), wanneer X 'n

diagonaalmatriks en Yy, ...,Y, matrikseenhede is.
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Bewys Laat
I O

T

O Tn
'n diagonaalmatriks en Yi,...,Y, willekeurige matrikseenhede, s€ €;,,,€isjo,-- - €injns

wees.

Ons beskou eerstens die polinoom G(X,Y],...,Y,). Aangesien

X g o X, X = (527" )iy -+ (027" )iy g, (03525
= ayleng e, (0y7)
= w?; €irj1 " mgseinjnx?:-'—l
= ap i e €, (64)
volg, deur ay, as, ..., Gn, Gpy1 SO te kies dat gz, ..., 25, 25,) = > caxil - ':c?:x?:“, dat

G(X, Yi, c. ,Yn) = 9<g(;€“, ey L .CUJn))
= 00> carfy - alray)
= Z CaXaleiljl T Xaneinanan+l
= Y el alai e, ey, (volg uit (64))

_ al an ,.n+1
= (E Calyy """ Xy, Ty, )€irjy " Cingn

- g<xi17 cey Lig l‘jn>6i1j1 © Cipgin - (65>
Om G(X,Y1,...,Y,) verder te vereenvoudig, beskou ons die polinoom
g(xiy, ..., x;,,2;,). Ons het die volgende twee moontlike gevalle:
1. (i1,...,i,) is nie 'n permutasie van {1,2,... n} nie:

In hierdie geval het ons die volgende moontlikhede:

(a) z;, = x;;, waar [ # 1:

Dan vereenvoudig g tot

9(171‘17 sy Ly Ijn)
= H (@i, — @) (@5, — @3,) H (23, —x3,)°
2<k<n 2<k<r<n
= (i, —@,) - (@, — 33) -+ (@3, — @3, H (%, — =3,) H (i, — i,)?
=0 2<k<n 2<k<r<n
= 0.
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(b) LTy, = T4

Ons neem, sonder die verlies aan algemeenheid, aan dat [ < m. Dan vereen-

, waar [,m # 1en l # m:

voudig g tot
9(Tiys - iy, T,) = H (@i, — iy ) (25, — @3,) H (23, — @3,)°
2<k<n 2<k<r<n

= (% = w3,,)° - (24 — 3,,)°

=0
H (xil - xlk)(x]n - xlk) H (xlk a:l'r>2
r#m
= 0.
2. (i1,...,1in) is 'n permutasie van {1,2,... n}:

Aangesien die hoofdiagonaal van X slegs n moontlik verskillende waardes het, volg
dat indien (i1, ...,i,) n permutasie van {1,...,n} is, dat j, € {i1,...,4,}. Ons het

dus in geval 2 die volgende moontlikhede:

(a) Jn =11
Dan vereenvoudig g tot

9(371‘1, B 7xin7xi1) = H (xil - xlk)('rll - xlk) H (xlk - xiv‘)2

2<k<n 2<k<r<n

= H (@i, — xik)2 H (wlk - xir)Q

2<k<n 2<k<r<n

= H (24, — 3,)*

1<k<r<n

= d (se).

(b) jn =1, waar 1 <l <n:

In hierdie geval vereenvoudig ¢ tot

9(171‘17 sy Ly xjn)
= H (@i, — @) (@5, — @3,) H (23, — x3,)°
2<k<n 2<k<r<n
= (xj, —®iy) - (2, —x4,) - (x5, — 2i,) H (@i, — x4,) H (zi, — x,)°
-0 2<k<n 2<k<r<n
= 0.
Uit bostaande moontlikhede volg dat
as iy = j, en (i1,...,1,) N permutasie
van {1,2...,n} is
g(xi17"'axin7xjn) = ’ (66)

0 andersins.
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Aangesien ejie;, = dxejm volg dat

€i1j, as jl :iQa'-'7jn—1 :Zn
Ciyjy " Cingn = . (67)
0 andersins.

Uit (66) en (67) volg sodoende dat

G(X, €ijir s €inin) = G(Tiysev s Tins T )€irsy ** Cingn (volg uit (65))

( . . o ,
as J1 = 12,...,Jn—-1 = 1ln,Jn =11
dei,j, = des i, en (iy,...,i,) 'n permutasie van
= {1,2,...,n} is (68)
w andersins.
Aangesien e;,j,, ... ,€;,j, willekeurige matrikseenhede is, volg vir alle 1 < k < n uit
(68) dat
G<X> Cirjrsr -+ Cinjn> Cirgrs - - - 7e7f'k71jk71)
as Jk = Uk+1y- -y In—1 = InyJn = U1 J1 = 12500
deij, , = deq i, Jr—1 =g en (i1,...,1,)'n permutasie van
= {1,2...,n} is (69)
0 andersins.
. . - . S .
Ons noem €;,,,...,€,;, n siklus van matrikseenhede indien (i1,...,4,) 'n permutasie

van {1,...,n}isen j; =9, ..., jn_1 = in, jn = i1. Uit (68) en (69) volg sodoende dat

de; i, + - +de;,;, as die matrikseenhede 'n siklus is
P(X7 6721‘7.17 st 7elnjn) -

0 andersins
B dl,, as die matrikseenhede ’n siklus is (70)
0 andersins.

Dus 1&6 P(X,Y,...,Y,), volgens Stelling 3.2, in die sentrum van M, (F) wanneer X n

diagonaalmatriks en Y7, ..., Y, matrikseenhede is.
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Die volgende lemma word benodig om Lemma 3.18 en Lemma 3.20 te bewys.

Lemma 3.9 Laat F' 'n liggaam en Q € M, (F) 'n inverteerbare matriks wees. Dan volg
dat

Q7'P(X.Y1,....Y,)Q = P(QT'XQ,Q7'V1Q,....Q7'Y,Q).

an :L,a'n-&-l

. _ ai
Bewys Ons kies aj,...,a,41 so dat g(zy,, ..., 75,,25,) = D caxi)l -+ xira;" . Aange-

sien dan volg dat
Q'G(X,Y1,...,Y,)Q
= Q'O XUVIX®Y, - XY, X )Q
= ) a@@7'XQMQTVQQTXQ)? - (QTXQ)MQTY,Q(Q X Q)
= G(Q7'XQ,Q™YQ,...,Q7Y,Q)
volg dat
Q'P(X,Y1,...,Y,)Q
= QNGX,Yy,....Y )+ +G(X,Y,, Y1, ..., Y, 1)@
= Q'GX,Y1,...,.Y)Q+  +Q'G(X, Y, Y1,..., Y 1)@
= G(Q7'XQ,QTQ,...,Q7'V,Q) + -
-+ G(QTIXQ,Q7Y,0Q,QTNQ, .. ,Q7Y,1Q))
= P(Q7T'XQ,Q7VQ,...,Q7'Y,Q).

O

Ons het ook die volgende welbekende definisies en resultate in die bewys van Lemma 3.18

en Lemma 3.20 nodig.

Definisie 3.10 (/2], bladsy 347, Def) 'n Vierkantige matriks A is diagonaliseerbaar as
daar 'n inverteerbare matriks Q) bestaan sodat Q7' AQ 'n diagonaalmatriks is. Ons sé Q

diagonaliseer A.

Stelling 3.11 (/2], bladsy 347 en bladsy 348) Indien 'n vierkantige matriks Q) 'n ma-
triks A diagonaliseer, dan is die kolomvektore van Q eievektore van A en Q LAQ is 'n

diagonaalmatriks met die eiewaardes van A op die hoofdiagonaal.
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Opmerking Gestel A € M, (F), waar F' 'n liggaam is. Dan het die karakteristieke
polinoom van A koeffisiénte in F', sodat die wortels daarvan en dus die eiewaardes van
A elemente van F is, waar F die algebraiese afsluiting van F is. Dit beteken, volgens
Stelling 3.11, dat Q7 'AQ € M, (F) is. Verder sal die verskillende komponente van die
eievektore van A sodoende ook in F wees. Aangesien die kolomvektore van Q eievektore

van A is, sal Q en Q7! gevolglik ook elemente van M, (F) wees.

Stelling 3.12 (/2], Stelling 7.2.3) 'n Vierkantige matriks A waarvan al die eiewaardes

verskillend 1s, 1s diagonaliseerbaar.

Stelling 3.13 ([1], Stelling 3.10.3) Laat D ’n integraalgebied wees. Dan bestaan daar n

liggaam Fp wat ‘n subring D*, isomorf aan D, bevat sodat elke element in Fp van die

1

vorm uv™ s, waar u,v € D* en v # 0.

Definisie 3.14 (/1], Notas 5.10.5(i)) Die liggaam Fp in Stelling 3.13 word die kwosiént-

liggaam van die integraalgebied D genoem.

Definisie 3.15 ([16], bladsy 238) Laat F ’n liggaam en f € F[z] 'n polinoom van graad

n met verskillende wortels, uy, ..., u, in die vervalliggaam E van f oor F wees. Laat

A= 1_[(uz —uj) = (ug —ug)(ug —uz) - -+ (Up—1 — Up).

1<J

Die diskriminant van f is die element A? € E.

Proposisie 3.16 (/16], Proposisie 4.57) Laat F', E, f en A soos in Definisie 3.15 wees.

Dan volg dat die diskriminant van f 'n element van F is.
Vervolgens bewys ons Lemma 3.17, Lemma 3.18 en Lemma 3.20.

Lemma 3.17 Die polinoom P(X,Y1,...,Y,) lé in die sentrum van M,(F), waar X ’'n

diagonaalmatriks en Y1, ..., Y, enige willekeurige matrikse in M, (F) is.
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Bewys Gestel X is 'n diagonaalmatriks in M, (F). Aangesien die matrikseenhede

M, (F) span, kan enige willekeurige Y € M, (F) uitgedruk word as
Y = Z bijeij, waar bij e F.

Gestel Yj, = Z bggkeim. Dan volg, indien ons ay, . . ., a,41 so kies dat g(x;,, ..., 2, 2;,) =

Zkv]k

Do catil - agrattt dat

G(X,Yi,....Y,)
= ) XUV XY, XY, X
a 1 a 2 an Qn
= Z CaX I(Z bglj)lelljl)X 2(2 b£2])2612j2) e X Z bl nin ezngn X +
11,J1 12,J2 in,Jn
= ZZ Zc XopD e xo2p® oo xanp) o xant
a 1171 1171 1272 ~12J2 inJn tnin
a i1,J1 insJn
a a 2 an L, an

- Z Z Z CaX 1bll]le“-h)( 2b£2])2€z2j2 T X bl ;neznan i

11,51 in,Jn Q
— Z A Z b11]1 . (n) Z CaXal 6i1j1Xa26i2j2 . Xan ei7lanan+1)

11,71 in,Jn a

1 n

- Z e Z b’flzl o b’En])nG(X7 €i1j17 tte ’6injn)' (7]‘>

il,jl in,]n

Aangesien €;,j,, €iyjos - - - » €, 4, Willekeurige matrikseenhede is, volg uit (71) dat
G<X7Yk7 cee 7Yn7}/1> ce 7Yk71)

- Z o Z Z Z blkﬂk o Zn]nb’t1j)1 T bgllj—_llj)k—l )

Uk Jk in,Jn 11,51 Th—1,Jk—1

G(X, Cirgror -+ s Cingny Cirgrs - - - 7eik71jk—1)

E E 1) ( )
blljl T z nin (X Cijr - -+ 5 Cingns Cirgry - - - 76ik—1jk—1)’

1171 insJn

waar 1 < k < n. Gevolglik is
P(X,Y1,....Y,)

1
= Z T Z bglg)‘l o bgnz (G(X Cirjir - einjn) +o-t G(X7 Cingns Cirgis - -+ 767;n71jn71))

21,71 in,Jn
1
_ 22%)1 b§ ; P(X, €41y s€inin)s (72)
1,51 in,jn
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waar bgll;l e bl(:;n € F. Aangesien Z(M,(F)) 'n subalgebra van M, (F'), volgens Propo-
sisie 0.7, is en P(X, € j,,--.,€,;,) in die sentrum van M, (F'), volgens Lemma 3.8, is,
volg dat P(X,Y1,...,Y,) in die sentrum van M, (F'), vir alle Y;,...,Y,, € M, (F) en enige

diagonaalmatriks X in M, (F'), is.

Lemma 3.18 Die polinoom P(X,Y1,...,Y,) lé in die sentrum van M, (F), waar X, Y7, ...

Y, enige willekeurige matrikse in M, (F") is.

Bewys Ons bewys eerstens dat P(X,Y;,...,Y,), waar X 'n diagonaliseerbare matriks
in M,,(F) is, in die sentrum van M, (F) is.

Laat X € M,(F) enige diagonaliseerbare matriks in M, (F") wees. Dit beteken daar
bestaan 'n inverteerbare matriks ), sodat Q~'X@Q, volgens Stelling 3.11, 'n diagonaal-

matriks met die eiewaardes van X op die hoofdiagonaal is. Volgens die opmerking na
Stelling 3.11 is Q, Q~*, Q~'AQ € M, (F), waar F die algebraiese afsluiting van F is.

Aangesien Q71AQ € M, (F) 'n diagonaalmatriks is en Q'V1Q,...,Q'Y,Q € M, (F),
volg uit Lemma 3.8 dat P(Q™'XQ, Q™'V1Q,...,Q"'Y,Q) € Z(M,(F)). Deur van hierdie

feit en Lemma 3.9 gebruik te maak, volg dat

P(X,Yy,....Y,)
= QQ'P(X,V1,...,Y,)QQ"
= Qf(Q_lXQ,Q_lYlQ, QYY) Q7! (73)

€Z (M (F))
— QQ'PQIXQ.QTMQ, .., QY,Q)
— PQXQ,QYIQ,...,QVaQ) € Z(M,(F)). (74)

Omdat X,Y),...,Y, € M, (F), en dus volg dat P(X,Y1,...,Y,) € M,(F), volg sodoende
uit (74) dat

P(X,Yi,...,Yy) € My(F) 0 Z(M,(F)) = Z(My(F)). (75)
Uit Stelling 3.2 volg dus dat

P(X,Yy,...,Y,) = , waar k € F. (76)
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Vervolgens brei ons X na 'n willekeurige matriks in M, (F) uit. Gestel nou X is 'n matriks

waarvan die inskrywings onafhanklike, kommuterende veranderlikes is, sé

11 X122 0 Tin

Ty T2z - Top
X =

Tp1 Tp2 - Tpn

Dan is die inskrywings van X monome in die polinoomring Flz]7,_, en X € M, (Flzy]};—;).
Ons bewys nou dat X diagonaliseerbaar is deur te bewys dat al die wortels van die

karakteristieke polinoom px(A) van X verskillend is, wat beteken dat al die eiewaardes

van X verskillend is, en X sodoende volgens Stelling 3.12 diagonaliseerbaar is.

Laat A = (a;;) 'n willekeurige matriks in M, (F'), met karakteristicke polinoom p4 (),

n

wees. Ons definieer nou die homomorfisme a4 @ Flwg)f;,_; — F deur

aat f(xij)i = — flag)i =1

Met ander woorde, a4 vervang elke onafhanklike veranderlike x;; met die matriksinskry-

wing a;; en laat die koeffisiénte in I vas.

Volgens Stelling 3.13 kan die integraalgebied F' [wij]zjzl in sy kwosiéntliggaam, F'(z;;)7;—
ingebed word. Aangesien die elemente van F'(x)7,_, van die vorm f g~ 'is, waar f,g €
Flzi;]i ;=1 en g # 0, volg dat ons a4 na die homomorfisme oy : F'(2);;-; — F gedefinieer

deur

ay: fraalf), dyigt e (aalg)™! waar fog € Flagl,, g #0,

kan uitbrei.

Aangesien px(A) m polinoom van graad n in Flzy]7,_;, en dus in F(z;;)7,_,, is, het die
polinoom px(A) n (moontlik herhaalde) wortels in die algebralese afsluiting L (sé) van
F(xij)zjzl. Gestel 71, ..., 7, is die n wortels van px(A). Dan is v, ..., 7, almal funksies
in die onafhanklike veranderlikes {x;}7;_, en die diskriminant (Definisie 3.15) A*(px (X))
van px(A) is

A*(px(N) = (1 =) - (1 — ),

waar A*(px(A)) € F(x4)7 -, volgens Proposisie 3.16. Aangesien die beeld van A*(px (X))
die diskriminant A%(pa()\)) van die karakteristieke polinoom p4(A) van A onder o, is,

volg dat A?(pa())) = 0 indien A?(px()\)) = 0. Dus volg dat pa()\) minstens twee gelyke
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wortels het indien px(A) minstens twee gelyke wortels het. Omdat ons A willekeurig
gekies het, volg dan dat die karakteristieke polinoom van alle matrikse in M, (F) twee
gelyke wortels het, en dus dat alle matrikse in M, (F') twee gelyke eiewaardes het. Volgens
Lemma 3.7 bestaan daar 'n matriks in M, (F) waarvan al die eiewaardes verskillend is.

Dus is al die eiewaardes van px () verskillend. Gevolglik is X diagonaliseerbaar.

Ons brei nou o/, (waar A 'n willekeurige matriks in M, (F') is) uit na die homomorfisme
o) My (F (i)} j=1) — Mu(F) gedefinieer deur

aly ¢ (ugt) = (g (um)),  waar uy € F(2y)] .

Let op dat
oy (X) = oy ((zr)) = (g (zr)) = (a(zr)) = (aw) = A.

Aangesien Y; € M, (F) vir alle i € {1,...,n} volg dat al die inskrywings van Y; in F is.
Sodoende volg dat

/

o (Y5) = (4(yrr)) = (aa(ym)) = (yw) = Y;, waar y € F die inskrywings van Y; is.

Verder volg uit (75) dat P(X,Y1,...,Y,) € Z(M,(F[z;|._;)) sodat

h O
P(X,Yy,...,Y,) = , waar h € M, (Flzyli—,)
O h
Gevolglik is
h O
oy (P(X, Y1, Yn) = o)
O h
B oy (h) O |
= P(y(X), (Y1), cy(Ya)) =
O oy (h) |
aa(h) O
= P(A7Y17 7Y7I) = '
O ax(h)

Aangesien ay(h) € F volg dat P(A,Y1,...,Y,) € Z(M,(F)). Omdat A 'n willekeurige
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matriks in M, (F') was, kan ons alle beperkings op X verwyder.

Ons gebruik die volgende bekende resultaat in die bewys van Lemma 3.20.

Lemma 3.19 Indien F' 'n subliggaam van 'n liggaam E is, dan het F' en E dieselfde

identiteit.

Lemma 3.20 Die polinoom P(X,Y1,...,Y,) is nie-nulwordend.

Bewys Laat X € M,(F) 'n vaste diagonaliseerbare matriks waarvan al die eiewaardes
verskillend is, wees. Uit Lemma 3.7 weet ons daar bestaan so 'n matriks in M, (F"). Indien
ons nou kan bewys dat daar Yi,...,Y, € M,(F) bestaan, sodat P(X,Y7,...,Y,) # 0, is

ons klaar.

Gestel nou P(X,Y,...,Y,) =0viralleYy,... Y, € M, (F). Dan volg in die besonder dat
P(X, ey, €i,) = 0, waar e, ...,e;, , willekeurige matrikseenhede in M, (F') is.
Laat F die algebraiese afsluiting van F wees. Aangesien F' 'n subliggaam van F is, volg uit
Lemma 3.19 dat F en F dieselfde identiteit het. Sodoende volg dat die matrikseenhede
van M, (F) vir M,(F) span. Laat X,Y;,...,Y, nou willekeurige elemente van M, (F)
wees. Aangesien P(X, e;j,,...,€i,;,) = 0 en uit (72) volg dat

P(X.Yy,....Y,) =) - mel b P(X, €igs e Cinga )

11,J1 insJn

waar b 0" € T, volg dat P(X,Ys,...,Y,) = 0. Gevolglik is P(X,Y,...,Y,) =0

111 tnjn

vir alle Y7, ...,Y, € M,(F).

Indien ons dus kan bewys dat daar Y7,...,Y, € M,(F) bestaan sodat P(X,Y7,...,Y;)
# 0, volg dat daar Y,...,Y, € M, (F) bestaan sodat P(X,Yy,...,Y,) #0.

Laat Q € M,(F) 'n matriks, met inverse Q~' € M, (F), wees wat X diagonaliseer en

laat Y1 = Q€12Q717YV2 = Qe23Q717 s 7Yn—1 = Qen—l,nQil Y, = Qeleil wees. Dan is
€12, €23, - - - €n_1n, €n1 1 siklus van matrikseenhede, Y7,....Y, € M, (F) en Q7'XQ €

M,(F) is 'n diagonaalmatriks met verskillende inskrywings op die diagonaal. Dus volg
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dat

P(X,Yy,....Y,) = QP(Q7'XQ,Q7VQ,....Q"'Y,Q)Q™" (77)
= QP(Q_lXQ,Glg,Ggg,...,en_lm,@nl)Q_l

waar (77) uit Lemma 3.9 en (78) uit (70) volg.

Uit Lemma 3.8, Lemma 3.18 en Lemma 3.20 volg dat P(X,Y7,...,Y,) 'n nie-nulwordende
sentrale polinoom vir M,,(F'), met n > 2, is. Stelling 3.5 is dus bewys.

Voorbeeld Kom ons beskou die sentrale polinoom P(X,Y7,Y5) vir 2 x 2 matrikse wat

ons in bostaande stelling gekonstrueer het.

Aangesien
g(Ih I, 963) = (551 - $2)($3 - 902)
= X1T3 — T1T9 — ToX3 + x%
volg dat
G(X,Y1,Ys) = XV V2 X — XV XY, — XY X + Y1 X2,
en dat

G(X.Ya, V) = XV2Y1 X — XYo XY, — V2XY1 X + Yo X2V,

Sodoende volg dat

P(X,Y1,Ys) = G(X,Y1,Y2)+G(X,Ys,Y7)
= XYV12X — XY XY, — VXY, X + VXY,
+ XYV X — XY, XY, — Vo XV X + Vo X2V,

Indien ons Y; = Y5 stel volg dat

P(X,Y,Y) = 2(XY?X - XYXY - YXYX +YX?Y)
= —2(XY -YX)~.
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Aangesien —2 slegs 'n skalaar is, volg dat (XY — Y X)? 'n nie-nulwordende sentrale poli-
noom in My (F'), vir enige liggaam F', is. Dit is presies die polinoom wat ons in Stelling 3.4

beskou het en wat in 1937 deur W. Wagner in [17] gekonstrueer is.
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Lys van Simbole

B, @ B,

N Z N T

m

deg f

max

is 'n subversameling van

aantal

direkte som van B; en B,

kleinste heelgetal wat > «a

grootste heelgetal wat < a
versameling van heelgetalle
versameling van positiewe heelgetalle
ring van heelgetalle modulo m

graad van die polinoom f

maksimum van

) ) dimensie van die vektorruimte V'
dim V of dim A

dimensie van die algebra A

det A determinant van die matriks A
V(zy,...,xy,) die Vandermonde determinant van z, ..., 7,
E/F die liggaam FE' is 'n uitbreidingsliggaam van die liggaam F
[E : F| dimensie van die liggaam E as 'n F-vektorruimte
(] of |F| { kardinaalgetal van die versameling A
orde van die liggaam F
Flz] polinoomring van polinome oor F
Flzy, ..., x,) polinoomring van alle polinome in die n veranderlikes x4, ..., z, oor F
F(z kwosiéntliggaam van F[z]
F(xy,...,x,) kwosiéntliggaam van Fxq,...,x,]
S simmetriese groep van n letters
(81,82, .-, 5) 'n r-siklus
sgn(o) teken van die permutasie o
dij Kronecker delta
mi(B) kanoniese afbeelding op die ¢’de komponent van die direkte som B
A2%(f) diskriminant van die polinoom f
€ij matrikseenheid met 'n 1 in posisie (ij)
I, die n x n identiteitsmatriks
(bij) matriks met inskrywing b;; in posisie (ij)
tr(A) spoor van die matriks A
M, (F) volledige n x n matriksalgebra oor 'n liggaam F
MM (F) direkte som van m kopieé van die matriksalgebra M,,(F')
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direkte som van m kopieé van die liggaam F

minimum aantal idempotente voortbringers van M, (F)
minimum aantal idempotente voortbringers van die algebra B
sentrum van die algebra A

algebralese afsluiting van die liggaam F
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