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[ anstascr i

In this thesis we consider a vanety of min-max based non-linear smoothers,

including a novel pair of asymmetric non-linear smoothers.

Assuming a constant signal in white noise a statistical comparison is made using ihe
output distributions of these smoothers.

In this context it is shown that a lincar combination of the asymmetric pair

outperforms the ¢ her considered sinoothers

Results indicate that non-linear smoothers are, 10 this context, comparable to some
lincar smoothers. Mention is also made that, if the noise includes an impulsive
component, these smoothers easily outperform filters

[ anstnsk

In die tesis word 'n verskeidenheid van min-maks gebaseerde nie-lineére gladsirykers,

insluitende ‘n unicke paar asimmetnese nie-lineére gladstrykers bespreek.

‘n Statistie.: vergeiyking, aanvarend ‘n konstante sein in wit-geraas, word getref deur

gebruik van dic uittreeverdelings van dié gladstrykers.

In bogenoemde ‘onicks ord aangetoon dat 'n lineére kombinasie van die

asimmetriese gladstrykers dre under glacstykers uitpresteer.

Resultate dui ook daarop dat nie-hincére giadsirvkers, in hierdie konteks , vergelykbaar
o met sommige lineére filters. Dit word oui. pewys da*, indien geraas impulsiewe

gedrag toon, dié gladsirykers baie beter presteer o ! wére filters.
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AEDELING I
Anleiding

"Mathematics is the most exact science, its conclusions are capable of absolute proof. But this
is only because mathematics does not attempt to draw absolute conclusions. All mathematical
truths are relative, conditional. "[1]

Bostaande aanhaling is baie toepashk op die tesis, aangesien die werk wat behandel word
gedoen word onder sckere aannames. Die gevolgtrekkings wat gemaak word is egter
insiggewend genoeg om die geldigheid van hierdie aannames in 'n wye klas probleme te
ondersoek.

L1 Gedagreraamwerk

Wanneer 'n sekere datary van getalle of verhoudings ontvang word is dit 'n logiese
uitgangspunt om die datary te beskou as 'n monstering van ‘n uitgestuurde kontinue-funksie /,
wat deur ecen of ander onverhoedbare cksteme bron, bv. weerlig, mensgemaakte
elektromagnetiese steuring, kosmiese strale of ander kleiner amplitudesteuring van verskeie
bronne gekontamineer is.

Ideaal gesien behoort die / nou gerekonstrueer te word uit die ontvangde datary. 'n Algemene
proses om / te herbou uit 'n monstering van gekontamineerde data staan bekend as filtrering
of geraasverwydering. Later, veral in die nie-lineérs gevalle, sal daar gepraat word van
gladstryking, spesifick om lineére en nic-lineére gevalle van mekaar te skei, aangesien die
term filtrering tradisionesl deel is van lineére teorie[2).

Indien daar kennis gedra word van hoe / lyk, is die probleem meer spesifiek. Maar in die
meeste gevalle is so 'n vooraf kennis van die uitgestuurde sein f onbekend; ‘n manier sal dus
gevind moet word om f te rekonstrueer deur die bou van 'n gedagteraamwerk bestaande uit
aannames en logiese gevolgtrekkings, met inagneming van moontlike beperkte kennis van f.
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Definisie 111(3)

Enige oneindige datary word deur ' onderkas letter aangedui, d.w.s.

x= {u-cx!—loxnxl-lo--'}'

‘n Eindige subversameling van 'n oneindige daary word deur 'n bokas letter aangedui,
bv. Y80 = (Ve Vaets e Vi) metsSe.

Daar il aanvaar word dat 'n datary x, soos bo gedefinicer, bestaan uit datapunte wat
ekwidistant ten opsigee van tyd waargeneem is. So 'n datary kan dus gesien word as die
diskretisasic van 'n kontinue funksie x() oor tyd . In meeste gevalle toon x tendense waaruit
gevolgtrekkings ten opsigte van x(1) gemaak kan word.

Die tendense kan byvourbeeld:

1] konstant oor sekere tydintervalle wees,
2] periodies van aard wees;

3] stygend of dalend wees;

4] 'n kombinasic van bostaand= wezs;

Dic datary x kom egter in die meeste gevalle gekontamineerd voor. : s eerste gedagte of
aaname vir die rekonstruksie van f uit so 'n datary is dit nodig en scker logie: “m geraas as
additief te sien:

d.w.s. x())=f{i)+e(i’

Hieruit kan die gedagte geskep word om die rye x(i), f{i) en e(i) as vektore te sien.

Die vektore, alhoewel in die praktyk eindig, sal as oneindig beskou word uear, indien rodig,
die byvoeg van datapunte voor en agter.

Die versameling X van alle x soos in definisie 1.1.1, onder die aannames dat.
1) ax = {...,x;y, OX;, Q%0 ...}

2)‘*)’ - {'-"xl-l *)"-l.x: *}'ux..x *}'..l,...} A4 X,y € X

3) x=f+e as en slegs as x(i)=f{i)+efi) ¥V i

vorm 'n vektorruimte,
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Om terug te keer na die oorspronklike doel om f te rekonstueer uit x, kan as volg

geargumen.cer word:

Optimaal wil ons 'n operator, sé W, ontwikkel wat die vektor x projekteer op die funksie /|
d.w.s. sodat W(x)=/ waar x=f+e¢.

Uit bostaande sal volg dat W(W(x))=W(fi=f. Die optimale operator sal dus indempotent wees,
aangesien herhaaldelike toepassings geea verandering na die eerste iterasie teweeg sal bring

Tot op hede is daar waarskynlik nog nie so 'n ideale operator ontwikkel nie.Indien wel, sal dit
heel moontlik net optimaal onder sekere beperkings bestaan. Die probleem ontstaan as gevolg
daarvan dat geraas van so ‘n aard kan wees dat twee of meer oplosings moontlik is. Die geraas
kan scli so wees dat f+e 'n sein vorm en dan sal Wix)= f+e.

As aanvaar word dat daar nie 'n optimale ¥ bestaan wat 'n ry x projekteer op f nie, sal 'n paar
aanames mountiik van hulp wees. In lineére teonieé word daar gepoog om 'n ry x af te beeld
op 'n cle.nent van 'n sckere klas bestaande uit bekende patrone. Daar word dus van die
siandpunt uitg: yaan dat / in die klas van patrone vervat is. Eenvoudig geste! probeer ons om
die bekende patroon wat die beste met x coreenstem te vind.

Bekende patrone is onc'sr meer die volgende:
1] die nulry
2] die konstante ry |

3] die ry <cos(ni/p) >
4] die ry <sin(ri/p) >

As f en g patrone is, is dit sinvol om te aanvaar dat f+y ook pator . 1 gevolglik in die
klas van patrone val. Verder is dit ook r. zlik om 1 aanvaar dat 'n -k 1nduk van fen g,
d.w.s afenag ock patrone vorm. Met bostaande in gedagte sal '« | . van patrone 'n
subruimte, gestel S vorm.
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Die sub~uimtc S is dus die ruimte van alle moontlike seine wat uitgestuur kan word (in die

raamwerk). Aangesien S 'n cubruimte van die vektorruimte X is, bestaan daar 'n subruimte,
sé E, van X met E die ortogonale kompliment van S, sodat S@ E = X. Die ortogonale
kompliment £ van § sou intuitief as geraas beskou kan word.

Onder die ortogonale komplimentopdeling van 'n vektorruimte, in die geval X, volg dus dat
enige x € X' as 'n unicke kombinasic van 'n f € Sen ¢ € E geskryf kan word.

Onder bostaands raamwerk word 'n x deur 'n operator afgebeeld op 'n element van § wat x die

"beste” weergec. As « 'n element is van S, sal dus volg dat Pixy=x. Net so sal, as x, y
clemente is van S, P(x+y)=x+y =P(x)+P(y) en, Plax) = ax = aP(x) waaruit volg, onder die
aannames, dat so 'n operator P lineér is.

Verder, as x, y clemente 1s van X, volg dat as x=f+¢ en y=g+é, dan is
Pix+y)=P(g+[+e+é)=g+[ nangesien g+f'n element is van S, en Plax) = Plaf+ ae) = af .

Bostaande gedagteraamwerk skep die lineére teoricraamwerk en hiervandaan die teorie van
lincére gladstryking, beter bekend as filtrering (4], [5], [6], (7], wanneer die proses lokaal
gedoen word.

As dit nou bekend is dat dic uitgestuurde seine periodies van aard is, sal die klas van seine S
bestaan uit alle penodicse funksies. In di¢ geval is die teonie van Fourier-analise goed
ontwikkel en in algemene gebruik.

Verler kar / ook uit x gevind word deur gebruik te maak van die minimering van ‘n betrokke
norr.. Meer bekend is die minimering van diz norm fix - sl oor alle s € S. Intuitief beteken dit
dat ' beste passende semn (in die norm ) uit I’ gekies word om as uittree te dien.

1.3 Nie-lineére gladstryking
Daar kom in die praktyk egter heelwat voorbeeld:  ~or waar die opbicking van X in twee

unieke komponente (subruimtes), waar dic een komponent sein en die ander komponent

Keraas is, nie moonilik ‘s nie.
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Dut gebeur wanneer twee semkomponcnte se som mie as sem beskou kan word me. Dae klas
van seine S vorm dus mie 'n subruimie van X me Verdere probleme onstaan indien van die
seine diskontinuitente bevat. By 'n punt van diskontinunent sal die Founer-reeks konvergeer na

die gemaddelde van die regter- en hinkerhimaet by die punt van diskonunuiten
g 4

Die volgende voorbeeld illustreer die punt

Gestel n semn word ungestuur waarvan die volgende 'n onbesoedelde ekstraksie 1s

As dic ontvangde data deur Founer-anabse benader word (in die geval die cersie twintig

clemente) sal die volgende verkry wond

Die diskontunuitent wat deel 1s van die oorspronklike scin s dus afgeplat en boonop vind daar
spronge plaas aan weerskante van dic punt (GIBBS SE FENOMEEN)
Die belangnkheid hiervan is dai, wanncer 'n sein diskontinuitene beval,  soos in bg.

voorbeeld, sekere lineére rilters seindiste sie weweegbring
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Nog -1 v “eem wat onstaan is wanneer geraas impulsiewe gedrag toon, dit wil sé wanneer
daar o' impulse van korte duur teenwoordig 1s. Lineére filters sal sulke punte atplat en

verbr- ! un s0 ‘n geraaspunt sal dus tol 'n groot mate behoue bly, en selfs slegier word.

Bogenoemde ickortkominge het gelei tot die ontstaan van nie-lineére gladstrykers.
Net soos by lineére teoried is hier ook sckere aannmames nodig vir die skep van 'n
gedagteraamwerk waarop gebou kan word.

Die volgende aksioma van MALLOWS [£] 1s hier van belang.

Aksioma 1.3.1(8)
1 Die nulry is ‘n sein.
2 As s 'n sein is dan 1s s+k ook 'n sein waar k 'n konstante ry data is.

3 As s 'nsein is dan sal (Es)i)=s(i+]) ook 'n sein wees, waar E die skuifoperator
is.

4 As s'nseinis sal as ook 'n sein wees, waar a 'n konstante is.

Net soos by die lineére teone, sal dit logies wees om van 'n operator, gestel P, te verwag dat:

P(s)=s waar s enige sein 1s.

Met bostaande aksioma en aanname volg die volgende:

Stellingl.3.1

Virenige s € § geld dat:
1] P(s+k)=s+k=P(s)+P(k), vir enige konstante sein k.
2] Plas) = as = aP(s)
3] P(Es)=Es=E(P(s))

Bewys:
Die bewys volg direk uit die aksiomas.
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Daar moet opgelet word dat daar nérens aangeneem word dat Pix+y) =P(x)+P(y) as x en y
seine is.

Dit sal ook gewens wees indien sommige van die volgende sal geld ten opsigte van enige ry
x € X. As almai geld, sal ons met 'n ideale proses te doen hé. Daar is egter, soos voorheen
genoem, nog nie so 'n proses gekonstrueer nie.

Aksiomas 1.3.2

a,.Pls)=s Vse$

ay Px+k)=Px)+k vxelX
ay:Plax)=aP(x) VYxelX
as : P(E(x))=EPx)) Vxe X
as:Px)eS VxelkX

Met bostaande inagenome kan daar gekyk word na verskillende nie-lineére gladstrykers (wat
in Afdeling 2 bespreek word), maar vir eers die volgende.

1.4 Gedagteraamwerk met gerags as verireApunt.

In die vorige gedagteraamwerk was geraas dit gewees wat oorgebly het nadat die sein
uitgehaal is. Dit sou egter ook moontlik wees om die omgekeerde van bostaande te doen, dit
wil sé om die gedagieraamwerk om geraas te sentreer en dan die geraas te ekstrapoicer sodat
dit wat oorbly, sein is

Soos by die vorige raamwerk sal dit ook nodig wees om sekere aannames ten opsigte van
geraas te maak.

1] Geraas is identies orals, dit wil sé daar moet geen tydafharklikheid wees nie. As e ocraas
is, is E(e) ook, met E dic skuifoperator.

2] Geraas is onafhanklik verdeel, sodanig dat enige waargenome geraaspunt ¢; nie deur enige
ander geraaspunt ¢, (i # /) beinvioed word nie. In statistiese terme moet die kovariansie van

enige twee geraaspunte, op verskillende tye waargeneem, gelyk aan nul wees.
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Dié vereistes lei daartoe dat die nulry as geraas beskou kan word. As daar terugegaan word
na die lineére geval, sal .gesien word dat die deursnee van die twee vektorsubruimtes S en £
die nulry is. Daar is dus 'n ooreenkoms met di¢ raamwerk waar sein as vertrekpunt gekies 1s.

Weens die onafhanklikheid en gebrek aan neiging (‘trend’) behoort die enigste eienskap van 'n
ry wat uit geraas bestaan, uit die versameling {x(1)} afleibaar te wees. Sulke eienskappe is: die
gemiddelde waarde, die standaardafwyking, die kumulatiewe distrubusie ens , wat almal uit
die disgrihusie afleibaar 1s. Die distnbusie kan dus as karakterisering van geraas beskou word.

In die meeste gevalle word geraas gencem as die uittree van ‘n normaalverdeling. Ander
verdelings soos die B-latfunksieverdelings 1s egter ook 'n opsie. Daar sal in die verhandeling na
'n hele paar moont!ike geraas-verdelings gekyk word en berekenings sal volgens die verdelings
gedoen word.

Daar 1s egter ook gevalle van geraas wat nie geredelik met verdelings beskryf kan word nie. In
baie van die gevalle is dit egter tog moonthk om sekere afleidings ten opsigte vap sulke geraas
te maak. Die volgend: subafdeling kyk na gevalle van geraas wat nie geredelik met
distribusies beskryf kan word.

L3 Impuisicwe geraas

Impulsiewe geraas is 'n groot impuls of amplitude van korte duur.

In die vonge werk is daar genoem dat lineére filters nie geskik is vir die verwydering van
impulsiewe geraas nie. In hierdie onderafdeling gaan gekvk word na die vermoé van 'n lineére

en nie-lineére gladstryker om sulke geraas te verwyaer.

Om bostaande konsep te illustreer, kan daar na die volgende uittreksel van 'n datary gekyk
word.
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Grafick L5.1

Dit is vir nou cers onbelangrik presies watler sein witgestuur 1s @n watter geraashesoedeling

plaasgevind het

Al wat opgelet kan word, is dat daar by n sekere punt o 2) impolaewe gedrag voorkom

As bostaande datary nou deur ‘n driepunt-Hanmnghilter Cn lineére filter) gestuur word, sal dic

volgende wittrec verkry word

f

Wi e
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Wat dadehik opval, 1s dat die impulsiewe geraas,  alhoewel effens atgeplat, nog wesenhik

voorkom. Dit wal voorkom asot die geraasimpuls net verbreed is

Die uittree wat verkry word as bostaande datary nou deur 'n me-hneére gladstryker gestuur

word, in h'erdie geval die dnepuntmediaan.  sal as volg daar witsien

Daar kan dudelik gesien word dat die dnicpuntmediaan die imuplsiewe geraaspunt baie beter
verwyder as die dnepunt Hanningfilter. Wa. noe opval, 1s dat die res van die aittree baie

ooreensicin met die wittree van die Hanningfilier

'n Ungebreide en volledige <tel arukels s al geskryl oor die vermod van ‘'n me-lineére
gludstryker om impulsicwe geraas te verwyder (9], (0], [11]. En dit word algemeen sanvaar

dat me-hneére gladstn kers base beter in dhe doel slaag «s filters

Die docl van dic tesis 2aan dus me wees om e kyk na die vermod van ‘n gladstryker om
impulsiewe geraas e verwyder me, maar om spesifick © kyk na ‘n mamer om verskillende
nie-lineére gladstrykers met mekaar e vergelyk, indien wegepas op 'n sein wat slegs deur
goedgeaarde geraas besoedel iy (met goedgeaarde geraas word verstaan geraas wat ‘n redelike
verdeling volg).
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L6 Vergelykingsmetode

In die lineére teorie b taan daar bekende metodes om vergelykings tussen operatore te tref. In
die nie-lineére geval is die vergelyking van verskillende operatore heelwat moeiliker en daar is
moontlik baie maniere om sulke vergelykings te tref. In die werkstuk word slegs een van die
metodes bespreek.

Die metode wat gebruik gaan word om verskillende nie-lineér= gladstrykers met mekaar te
vergelyk, gaan statisties van aard wees. Maar voordat die metode uiteengesit word, moet
daar 'n paar aannames gemaak word t.w.v. eenvoud in die berekings wat later gedoen sal

word.

Gestel ‘n sekere datary x word ontvang. As die datary nie deur geraas beinvloed word nie, is
gladstryking oorbodig. Ons aanvaar dus dat enige datary « deur een of ander onverhoedbare
cksterne bron gekontamineer is, en dat die gedrag van die kontaminasie 'n redelike verdeling
volg .

Aaname 1.6.1 word nou gemaak om die volgende redes:

1] Eenvoud in berekenings.

2] Daar wil spesifick gekyk word na die geraasverwyderingseienskappe .

3] Slegs operatore met redelike seinbewaringseienskapp~ gazn behandel word en sodoende
behoort verskillende uitgestuurde seinkomponente nie te veel distorsie, op die resultate wat
later volg teweeg te bring nie .

daname 1.6.1[12]

Die uitgestuurde sein is die nul sein.

Enige ontvangde datary x kan opgedecl word in 'n sein- en geraaskomponent x=s+g .
Maar daur word aanvaar dat die uitgestuurde sein die nulsien is, d w.s x=0+g.
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Dit in ag geneem volg dus dat ons van enige redelik goete gladstryker sal verwag om soveel
moontlik van die geraaskoraponent te verwyder, d.w.s om so na as moontlik die nulry as
uittree te lewer (met inagname van bostaande aanname).

Bostaande skep nou ‘n * oz nvoudigde model waann ons nie-lineére gladstrykers met mekaar
kan vergelyk. Modelle - 1 - . - uillende seinkomponente kan ook geskep en beskou word, maar
val buite die bestek van hierdie sknipsie.

Die manier waarop die nie-lineére gladstrykers hier met mekaar vergelyk word, is kortliks as
volg: Daar word t.w.v. eenvoud aanvaar dat die uitgestuurde sein die nulsein is, d.w.s. 'n
konstante sein. Hierop gaan geraas met 'n spesificke verdeling bygevoeg word en die nulsein
met sy bygevoegde geraas gaan deur die nie-lineére gladstryker gestuur word om die
uvittreedata se verdeling te bepaal. Die me-lineére gladstryker kan dus geassosieer word met 'n
oordragfunksic van een statistiese verdeling na 'n ander. Na die uittreeverdeling bepaal is, gaan
die vanansie van die uittreeverdeling bepaal word. Die nie-lineére gladstryker waarvan die
uitreeverdeling die kleinste variansic het, sal die mees effektiewe gladstryker wees, aangesien
so 'n gladstryker ‘n uittree sal gee wat nader om die nulsein gekonsentreer is, as enige van die

ander gladstrykers.

Die volgende gaan dus gedoen word: Eers word aanvaar dat die uitgestuurde sein die nulsein

Grafiek 1.6.1
Hierop gaan geraas bygevoeg word. Die geraaspunte is die waargenome punte van 'n
stogastiese veranderlike, s¢ X, met X in di¢ geval uniform verdeel in [-0.5, 0.5).
Die geraas plus die nulsein lyk dus moontlik as volg:
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Grafick 1.6.2

Nadat 'n nie-lineére gladstryker hicrop toegepas is, lyk die die datary x moontlik as volg.

B gt

Grafick 1.6.3

Die waarskynlikheidsdigtheidsfunksie van die uittreeverdeling gaan dan vergelyk word met 'n
histogram verkry deur simulasie om die korrektheid van die verdeling te toets

Skematies lyk dit as volg:
intreeverdeling operator uitreeverdeling

Eiguur 1.6.1

Na die bepaling van uitreeverdeling van die gladstryker, word die verdeling getoets deur 'n
histogram van die uittreedata te bepaal en met die waarskynlikheidsdigtheidsfunksie te
vergelyk soos in figuur 1.6.2. Dit word dus beide analities en met simulasie gedoen.
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\
Grense | ‘v luiftreedata | |
' 2id |hoeveelheid '
(-0.5.-04) of “] |
(-0.4,-03) ok ey B
-03.-02) = s P
—— TJ* e ——— |
(0.2,-0.1) 3 :
0.1, 0) i 6 L
© .01) EF 7:‘ ______ o
0.1.02) ‘ oy J [
(0.2.03) < 1 |
0.3.04) 1 — o
0.4.05) W i f

Voor dic berekenings volgens bostaande mamer gedoen word, word cers gekyk na die

me-hineére gladstrykers wat gebruk gaan word in die vergelvkingsproses en word daama

kortliks bespreek in terme van hul ontstaan, waskundige formulenng en bekendsie eienskappe
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AERELING 2
Wanneer verskillende gladstrykers beskou word, sal  die volgende untireksel van 'n datary
gebruik word as intree om die werking en sommuge van die eienskappe van die gladsurykers e

illustreer

Definisie 2.1.1.1

Laat M_ die operator wees wat 't ry x atheeld op M (x)
sodat

M. (x,) = mediaanix, o, ... X,, .t,..ll
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Uit bostaande defimisie volg dus dat vir emge datary v, dic me-hnecre gladstryker M, ‘n uittree
lewer M, (x), sodat M, (x,) dic maddelpunt is van 2n+ 1 opeenvolgende punte (om x(1) versprer)
wal voigens grootte gerangskik s Daar sal ook na M, verwys word as 'n 2n+ | -punt-mediaan
Die mediaan, 1in dic geval M, oftewel dic dnepuntmediaan, sal die volgende mittree op bg

datary lewer

Laat R, die operator wees wat 'nry x atbeeld op R (x) sodat

et ———

Ralx,) =mediaan|Ra(x,n). . . Ralto i LV Xini . o Xien ) Vi

Die rekursiewe mediaan 1s soortgelyk san dic mediaan  behalwe dat dit voorheeen

gladgestrykie punte i berekening bring in die bepaling van die witree
Die rekursiewe mediaan, R, sal ook as volg aangedur word MR of Mg
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) ’ 7 ~OD¢ 'r.[\;l

| Dlmisie2 L3

Laat L., U, A, en V, die operatore wees wat n ry x atbeeld op
Lo(x), Ustx). Antx) en V(1) waar

e e S 2

AJx)=mmf{v, . .51V ‘r\;.;llj.'m.n:l..

l-q",':v..\q“"v‘ U Ax,) = \.v_.(l‘)',”

Die operatore LU, en UL, (gevolghk dic naam LULU - operatore) sal ook gebruik word
wamt LU, (x,) = L(Ugtx,)) en U La(x,) = UL, (x,))
Die berekeming van ‘n wittreepunt van die L en U operatore 15 in die algemeen base cenvoudig
Gestel ons wil by, L. (x,) bepaal
Lotx,) =V, Aux))
=max{A.(x.),.... Au(Xien) )}
=max{mmn{ v, ...} . .min{x Auall
Dreselfde metode word gebrusk vir die berekening van U (x, ), LUy ) »n UL, x,)

Die belang van die operatore sal later uitgewys word, maar kan geillusireer word met die

wittree van die opeiatore (gladsurykess) L, Uy en U, Ly op bostaande datary

U
/ SR IUT UL g
' " /

\
\mnm
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Wat hier op gelet moet word, is dat die operatore L U, en U L, asimmetries van aard 1s met

UL (x)s LU (x). As finale uittree kan enige van L U (x) of U L (x) gekies word, of, soos in
die grafiek, 'n lineére kombinasie van die twee operatore bv. 0.5%(U L +L U Xx).

2.1.4 Saamgestelde Gladstrykers.

Definisie 2.1.4.1

Vir enige operator W kan sy magte gedefinieer word deur,

ru‘:u) - ”..( W.(. ”..(X)..” m-keer.

dw.s. Jie gladstryker W word 'n totaal van m-keer toegepas, clke
keer op die nuwe uitiree.

Gladstrykers wat ‘n herhaaldelike toepassing is van bogeroemde gladstrykers, soos
M" en MoM; wat  deur Tukey [13], [14] gewild gemaak is, gaan ook gebruik word,
aangesien hulle tradisioneel 'n belangnike rol speel in nie-lineére gladstryking.

2.1.5 Berekening van wittrecpunre in s kere grensgevalle .

Gestel nou een van die bogenoemde gladstrykers moet toegepas word op 'n eindige datary
Y= {x),x3,..,x.) . Die probleem ontstaan dat, afhangende van watter uittreepunt bereken
moet word, daar nie genoeg datapunte in Y mag bestaan om ‘n uittreepunt te bereken nie,

Om M,(x,) te bereken moet mediaan{x,, x;,x; | bereken word, maar die punt x(0) bestaan
ni¢. In so 'n geval, of in enige ander geval waar daar nie genoeg datapunte bestaan nie. word
daar net genoeg datapunte aan die begin of einde bygevoeg, gelyk aan die eerste of laaste

punt, afhangend van watter uittreepunt bereken word. Dit kan dan gebruik word om enige
uittreepunt van M, en die LULU-operatore te bereken.

In die berekening van 'n uittreepunt van die rekursiewe mediaan moet daar egter 'n effens
ander benadering gevolg word. Ceskou: RM(x; )={RM(x;),x,,x; }, wat in dié geval gedoen
word, is om R (xo) gelyk aan x, te stel

Net so om R,(x) te bereken, waar R,(x;) = {Ra(x)2), RalX|-(n-1))y oy X1, X2y 0y X }, WoOrd
Ra(xi-2) =Rua(X)n-1)) = ... = Ra(xg) = x| gestel en daama kan die berekenings op 'n gewone
manier voortgesit word.
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Die regverdiging en verduideliking v-n bostaande metodes is in die algemeen baie eenvoudig.
Dit is reeds in artikels behandul [15], en word dus nie hier verder bespreek nie.
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In hierdie gedeelte van die werk word die volgende definisics benodig:
Laat V= l_\'l s i)

Defirisie 2.2.1
Y is monotoen stygend indien YIS YV2oie SVa
Y is monotoon dalend indien Vi 2 V2.2 Va

Definisic 2.2.2
|'n Ry x is n-monotoon indien elke n+2 opeenvolgende punte monctoon stygend of
dalend is.

Definisic 2.2.3
'n Operator W is indempotent indien W2 (x) = W(x)

Bostaande definisie impliseer dat herhaaldelike toepassing van 'n indempotente operator
oorbodig is aangesien daar geen verandenng in uittree gelewer word na die eerste toepassing

nie.

Definisie 2.2.4

Die steungebied van 'n operator W is die kleinste ‘nterval {a, u,@...] om i sodat W(x,)
slegs afhanklik is van die elemente (X, ., X..a } , (verandering aan x buite die interval sal
nie W(x,) beinvioed nie). 'n Operator is lokaal indien dit 'n eindige steungebied het.

Die Engelse benaming van steungebied is ‘span’ en word as volg deur Mallows gedefimeer:

" The span Sp(W) of W is the smallest interval of indices such that W(x), does depend
onlyon (x;,:j—t € Sp(W)). " [8]
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Die mediaan is seker d ¢ populérste nie-lineére gladstryker wat gebruik word en is bekend
gemaak deur Tukey(13). Daamna is dit al deur Beaton en Tukey [14] gebruik in gladstryking
van statstiese data, in seinverwerking deur Rabiner({16] et al, Steele en Goodman [17], en
Jayant [18] en vir beeldverwerking deur Pratt [19), Frieden [20], en /taman en Alparsian
[21).

Daar is ook van die tekortkominge uitgewys. Die teko..xominge het aanleiding gegee tot die
ontwikkeling van latere gladstrykers

Van die meer algemeen bekende voordele, nadele en eienskappe van die wnediaan is die
volgende.

1] M, is lokaal, aangesien daar slegs 2n+] punte ver 'n da>uv «e i, benodig word in die
berekening van 'n wittreepunt.

2]
. 5 §
M.(x)) = x, indien {X,..,....X.,..., Xiua } N-MONOLOON IS
Bewys van stelling 2 2. 1.1

Die bewys volg direk uit definisie 2.1.1.1 aangesien {x,..,...,X,,...,X;.s } D-MONOLOON iS.
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Die stelling imphiscer dat, indien n punt v tussen sy bure gele¢ is, sy uittree onveranderd bly
indien M op die punt toegepas word. [Die bzlang I¢ ararin dat ons van ‘n nie-lineére
gladstryker verwag om impulsiewe geraus te verwvder en impulsiewe geraas 1s per definisie 'n
punt x, wat ver bo of onder albet sy bure geleé 1s. As 'n punt x(1) dus tussen sy bure geleé is,
is dit mc onredelik «m te verwag dat so ‘n punt mie geruas i1s nie, aangesien geraas in die
algemeen willekeung -an aard 1s en dus nie 'n monotone pafroon sal aaneem nie .

Hieruit kan dus afgeler word dat die mediaan goeie seinbehoudingseienskappe het, terwvl dit
tog geraas, veral impu: siewe geraas, verwyder.

3] Mediaaniaxii)) = amediaanix(i)) [16]

Dit 1s belangnk. aangesien skalening van die intreedata ler tot diesende skalening van die
gladgestrykte uittreedata

Dit kan ook beklemtoon word dat, sangesien diec mediaan nie-hineér is, die volgende nie

algemeen sal geld mie -
mediganiod i) + Pwi)) = amediaan( 1)) + Bmediaaniy1))

4] Mediane sal mie skerp diskontinuiteste in die data smeer nie, solank die duur van die
diskomtinuitent me 'n sekere knticke tvd oorskry mie [16]  Die eienskap is een van die
sleutelerenskappe van die mediaan

Die volgende voorbeeld illustreer hierdie crenskap.
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Die intreedata vertoon skerp diskontinuiteite by die punte 1=7en 1=12
As die uittreepunte /() en z(/4) hanteer word soos in die onderatdeling oor randpunte, sal

blyk dat die wittree van 271 presies gelyk is aan die intree x/1)

Selfs as die 3-puntmediaan in bostaande voorbeeld vervang word deur 'n 5, 7-, of selfs 'n
9-punt mediaan, sal die wittree 2(1) onveranderd bly. Hierteenoor, as 'n mediaan groter as nege

gebruik word, sal die diskontinuiteit verwyder word en die uittree 200/ sal plat wees

Dit wil sé, die grootie van die mediaan wat gebruik word, 1s direk athanklik van dic minimum
duur van die diskontinuiteit wat die gebrutker wil behou

Die cienskap is belangrik, veral in spraakprossesering waar, as gevolg van metings en'of
verwerkingsfoute, die data dikwels enkel en of dubbel diskontinuiteite vertoon.

Dit kan maklik gesien word dat 3-, S-puntmedine sulke foute sal elimineer terwyl groter
diskontinuiteite behoue sal bly
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5] Mediane sai benaderd polinome volg. [16]
Die eienskap dat mediane benaderd lac orde polinome volg kan maklik gesien word deur na
die uittree van kwadratiese, kubiese en vierdegraadse polinome te kyk.

Die vermoé¢ van 'n gladstryker om ‘n redelike onderskeid tussen geraas en sein te tref is van
groot belang en al die bogenoemde gladstrykers slaag in die doel.

In hierdie sknpsiec word slegs die glads'rykers beskou wat 'n goeie verhouding tussen
seinbewanng en geraasverwydenng toon

Al die bogenoemde gladstrykers is volledig in artikels behandel en daar is wyd gekyk na hul
seinbewaringseienskappe, wat algemeen bekend goed 1s, en om di¢ rede word daar slegs
gekvk na die operatore wanneer daar vergelykings getref word ten opsigte van hul
geraasverwydenngsvermod.
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6]
Stelling 2.2.1.2
M (x1),x,,M;(x,,,)) 15 I-monotoon indien {x,.,,x,X..;} 1-monotoon is
bogenoemde cienskap sal geld ongeag waar die waardes x(i-2)en x(i+2) geleg is.
Bewys van stelling 2212

Die stelling gaan deur midde! van teenspraak bewys word.
Gestel dus  {M,(x,. ). M (x) M (x.:)} 1s nic l-monotoon nie, dws die volgende
moontlikhede kan voorkom:

1) M (x) < M(x..)
en Ml(lc)<M|(xr!)

of 2) M|(L)>A‘|(J..|l
cn Al|(l,)>M1(l, 1)

As M (x))=M(x.,)
of My(x,)=M(x,.,) dan 15 dit duidelik dat (M (x, ) M (x,), M ‘x.;)} 1-monotoon is,

daarom word daar van streng kleiner en groter as gebruik gemaak
Geval ]

Dit is gegee dat x,., Sx, Sx,,, ofdat x,,, €x, S x,., sangesien {r,.;,x,x.;} l-monotoon is.

Gestel a) X SXi S X
dws M (x,)=x, vanafstelling2.2. 1. |
gestel x,.; = x, dan volg dat M(x,.) = x; en 'n teenspraak word verkry,
gestel dus dat x,., <x, hieruit velg dat M, (x,.,) < x, onafhanklik van waar x,.;

gelee is, en daar word dus weereens 'n teensprazk verkry.

b] Xis) le le-l
s00s by a) volg dat M (x,) = x,
gestel x,,, =x, danis M, (x,,,)=x, waaruit volg dat M,(x,) =M (x;,;) en'n

teenspraak word dus verkry.
gestel dus x,.; < x; hieruit volg dat M, (x..,) < x, onafhanklik van waar x,,;
geleé is, en 'n teenspraak word dus verkry.
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Geval 2
Die bewys hiervan is feitlik identies aan die van geval 1.

Bogenoemde stelling dui daarop dat enige |-monotone tendens deur M, behou sal word, wat
weer daarop dui dat M, 'n stygende of 'n dalende rysegment as sein beskou en dus nie sal

verwyder nie.

7] Een van die emstige tekortkominge van die mediaan is dat dit nie indempotent is nie, d.w.s.
herhaaldelike toepassings lei tot verskillende uittree.

Dit moet as 'n nadeel beskou word aangesien die operator "nie tevrede is " met sy eerste en
daaropvolgende uittree en dus nie baie "vertroue” het in sy "oordeel” nie.

Die volgende voorbeeld sal bostaande illustreer:
Gestel die volgende data word verkry:

As M nou op die data toegepas word, sal die volgende verkry word:

Die uittree {x(i-1), x(i), x(i+1)} is nie |-monotoon nie. As gevolg hiervan sal die mediaan
(toegepas op bostaande uittree) die punt x(i) as geraas beskou en verwyder. Herhaaldelike
toepassing van die mediaan lewer dus in die meeste gevalle ander resultate . Gewoonlik sal die
meeste van die geraas na drie toepassings verwyder wees. Daar is egter gevalle waar oneindig
veel toepassings nie al die geraas sal verwyder nie. Neem die volgende voorbeeld:
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Dus sal nie eens ‘n oneindige aantal tocpassings van die mediaan 'n uittree gee wat slegs sein is
(volgens sy interpretasic van sein) pie
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2.4.2 Rekursiewe mediaan

Uit die tekortkoming dat die mediaan nie indempotent is nie, is die RM (Rekursiewe mediaan)
ontwikkel. Die gladstryker is wel indempotent en herhaaldelike toepassings sal dus ocorbodig
wees. Verder stem die algemene kenmerke van die mediaan en die rekursiewe mediaan baie

ooreen.

Die RM "2t wel een tekortkoming wat die mediaan nie het nie, en dit is dat dit nie lokaal is
nie en sodoende 'n oneindige steungebied het. Dit is duidelik 'n ongewenste eienskap, omdat
‘n verandering by een punt in die sein 'n cneindige invioed sal he.

Die LULU-operatore [9] oorkom die tekortkominge van die mediaan en die rekursiewe
mediaan, terwyl dit tog uitstekende seinbewaringseienskappe besit.
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223 LULL

Verwys na graiick 2.2.3.1. Gestel dat ons 'n  konstante datary het waarop af en toe 'n
opwaartse geraasimpuls gele¢ 1s. Een manier om die geraasimpuls te verwyder van 'n andersins
konstante datary, s deur 'n lopende mimmum, dw.s. 'n operator wat die minimum van 'n

groep punte kies, oftewel ‘n operator wat die kleinste element in 'n venster van lengte n Kies.
So 'n operator sal alle opwaartse impulse verwyder, behalwe in gevalle waar daar een of meer
naashggende opwaartse impulse 's met n die grootte van die venster. As die datary nou ook
afwaartse impulse het, sal die lopende mintmum die impulse wyer maak. Verder sal die
lopende mimmum opwaartse tendense vertraag en - fwaartse tendense versnel. Hiermee word
ook verstaan dat die opwaartse pulse vemou word en die afwaartse pulse verbreed word, soos
geillustreer in grafieck 2231, Die tekortkominge kan oorkom word deur die lopende
minimum deur ‘'n lopende maksimum te¢ volg, wat dan die afwaartse impulse tot hul
oorspronklike lengte sal verbreed. Die afwaartse impulse sal dus vernou en die opwaartse
impulse verbreed word sodat emige monotone toenemende of afnemende gedeeltes behoue sal
bly (behalwe moonthk punte tussen twee verskillende tendense).  Insgelyks kan daar beweer
word dat 'n lopende maksimum gevolg deur 'n lopende minimum  afwaartse impulse sal
verwyder en monotone gedeeltes min of meer sal behou. Hierdie gedagtes het geler 1ot die

LULU-gladstrykers, uiteengesit in 2.1.2. [3]

gre—— — e ———————

V-punt lupende minimum

— gevolg deur o drie punt lopende maksimum

Grafiex 22 3.1
Onder die meer belangnkke erenskappe van die LULU-operatore 1s die velgende:

1]Al die operatore L, U, UL L U_1s lokaal. Dit kan maklik geverifieer word deur na die
definisie van die operatore te kyk.
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2] Die operatore L, en U, is albei indempotent en dus tevrede met hul uittree. Die probleem is
dat 'n ander operator, soos byvoorbeeld die mediaan, nie tevrede sal wees met die
voorafgenoemde operatore se uittree d.w.s. M,L,(x) # L,(x), die rede hiervooris dat L en U
nie 'n monotone uittree lewer nie. Onderstaande voorbeeld sal bogencemde uitlig:

yoorbeeld 2.2.3.1

A
W

L, toegepas op bostaande punte sal die volgende uittree lewer:

o

Uit die voorbeeld is dit duidelik dat dic uittree van L, nie monotoon is nie, en gevolglik sal die
mediaan die uittree beinvioed.

Laastens dien ook genoem te word dat die operatore, ret soos die mediaan, 'n punt x(i)
onveranderd sal laat indien die punt monotoon ten opsigte van sy bure is.

Bogenoemde tekortkominge word oorbrug deur die invoer van die operatore L U en UL, .
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3) Die volgende stelling kan bewys word.

Stelling 2 2.3.4.19)

LU, en U L, sc uitree is n-monotoon

UL, sal ten opsigte van bst. voorbeeld die volgende uitree lewer wat moneivon is .

4] UJ. enl. U, is albei ook indempotent, dit volg omdat U L en L U, geen punt wat wssen
van sy bure geled is, sal \ erander nie. Uit die von ¢ stelling weet ons dat die uittree na 'n
eerste toepassing van U L_of L U, monotoon is

S} Die volgende stelling kan bewys word

—- = st

Ua SM; S L,

wat impliseer dat U L geraas nie slegter na bo verwyder er; L U, geraas nie slegter na onder
verwyder as dic mediaan (M7)
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2.3 Verdeli Nk et & &

Soos voorheen genoem, word slegs die mie-lineére gladstrykers wat goeie seinbewarings-
eienskappe het, gebruik in die vergelykingsproses (bv. bostaande operatore).

Hiema word daar gekvk na die verskillende seinbewanngseienskappe en daarvolgens indelings
gedoen

Om dit te illustreer kan bv. na dic werking van M, en M; gekyk word.
M sal emge |-monotone datasegment, wal me n-monoioon is vir n>| nie, as geraas beskou
en dus gedeeltelik verwyder terwyl M, so 'n segment as sein sal beskou en gevolghk

onveranderd laat.

Logies hieruit volg dan dat M, baie sterker geraasverwyderingseienskappe het (ten koste van
seindistorsie) en gevolghk sal die wittreeverdeling van die operator 'n klemer vanansie lewer as
M, . Dieselfde sal gesé kan word vir emige M, en M, met bv. p>r. Sulke operatore sal dus nie
in 'n ocoreenstemmende klas vergelyk kan word nie.

Mlm SO0S ."‘,:.M:.L,f].f';l.lml!lmmlikm)k(}.."[[.ff's+l.'|LL] Val cg‘cf ln
dieselfde klas, aangesien huie almal |-monotone datasegmente sal behou en gevolglik

ooreenstemende seinbewanngseienskappe besit.

Wanneer die uittreeverdelings bepaal word, vir 'n gegewe intreeverdeling, sal daar 'n grafiek
gegee word waar al die wittreeverdelings (van al die operatore, of hul nou in dieselfde klas val

of nie) tesame geplot word, sodat daar gesien kan word watter aansienlike verbeterings
plaasvind (ten opsigte van uittreevanansies) indien M; byvoorbeeld in plaas ven M, gebruik
word.
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Statistiese en Wiskindige gegewens |21

Definisie 3.1

Die produk van die cerste n natuurlike getalie word die fakulteit van n genoem en
aangedui as n!.
0!=|

n'=n*(n-1)!
(n+1)!=(n+1)*n!

Definisie 3.2

Die aantal verskillende mamere om r voorweme uit n te kies word # kombinasie r
2enoem en aangedui as ()

Stelling 3.1

(") - I.'! B
4 r'(n-r)'
Laat A en B twee gebeunenisse wees.

Definisie 3.3
Die waarskynlikheid dat 'n gebeurtenis A sal plaasvind word aangedui deur P(A).

Definisie (voorwaardelike waarskynlikheid).

Die waarskynlikheid dat A sal plaasvind gegee B vind plaas word as volg aangedui
P(A/B).
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Stelling3.2

A8
PAB)= nE  met AANB) = AdenB)

Definisie 3.4
Twee gebeurtemisse 1s onathankhk indier PCA By=P(A).

Laat X 'n stogastiese veranderlike wees, d w.s. X kan waardes in 'n sekere interval aanneem,
met 'n vaste waarskynlikheid. Aanvaar dat X 'n kontinue verdeling het.

Definisic 3.5 (waarskynhkhedsdigtheidsfunksie (wdf )
AX =x)=fx)

Definisie 3.6 (verdelingsfunksie (Vi)

AXN<x)=Fdx)

Stelling 3.3

Fu) = j,fﬂx)d.t

Die verwagte waarde van ‘n stogastiese veranderlike X word aangedui deur E(X), en as
volg gedefinieer:

v

EX) = | xfix)dr

i



Stellenbosch University https://scholar.sun.ac.za

bl.35
Stelling 3.4
1) As k 'n konstante 1s en X .5 7 stogastiese veranderlike met kontinue verdeling, dan geld
die volgende:
E(k)=k
E(kX)=kE(X)

2] As Y 'n stogastiese veranderhike 1s ¢n Z 1s gelyk aan die som van die twee stogastiese
veranderlikes X en Y. dan

E(Z)y=E(X*E(Y)

3) As die stogastiese veranderlike Z gelvk 15 aan die produk van die twee stogastiese
veranderiikes X en Y, dan:

E(Z=E X)E(Y).

Definisic 3.8

Die vanansie van 'n stogastiese veranderlike X word aangedu' deur var(X) en as volg
gedefimeer:

Var(X) = [ (x = E(X)) flxndx

Die standaardafwyking van die veranderlike X 1s Jvar(.X)

Stelling 3.5
As X en Y onathankhike stogastiese veranderlikes 1s, en 4, @, b is konstintes, dan geld
die volgende:

1] var(kX) = k*var( X)

2] var(aX + b)) = a*var(X) + b*vantY)

Definisie 3.9 (Voorwaardehke verwagie waardes)

Die voorwaardelike verwagte v.aarde van ‘n stogastiese veranderlike X, gegee dat 'n
ander stogastiese veranderlike Y gelyk is aan y is:
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21 4
E(X/) ) | N
Sielling 3.6
E(X) = E .« LE(X/])
Upmerking 3.1
n Wdi kan skeet na hinks, skeel na regs of simmetnes verdee! wees
H o7 | y T |
last 7Z n stweeasuese  veranderhke  wees  met  verdelmestunksicivt y FA2) en
\\.l.u\k\HHU\\'M\«h;':h\'x‘l“\1.'A\'\'--.\‘! f (31

| Definisic 3,10

Z het 'noumforme verdeling indien !

As Z 'n Umitorme verdehing het, dan 15 die waarsk, ‘hikhewt dat Z 'n waarde assen a en b sal
aasnneem ewe groot Indien @ en b simmetnes om nul is. dw s die E(Z)=0, dan sal die zrafick

van f,4z) as volg Ivk

Figuur 3.7
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In dic meeste gevalle s die berekeming van die kumulanewe wittreeverdeling van
voorafgenoemde gladstryker, ongeag  die  intreeverdeling, moonthk  sonder  werklike
komphkasies, daar is egter gevalle waar die berekenings baie moeihik word | athangend van die
intrezverdeling  In sulke gevalle word die Umiforme-verdehing as intreeverdeling gebrulk en
sodoende word berekenings heelwat vereenvoudig

Die uniforme verdehing sal ook as intreeverdeling gebnuk word in die berekenmings van sekere
wdf., bloot vir eenvoud in berekening. Die voorafgaande taee opmerkings sal wel later meer
duidelik word wanneer die berekenings gedoen word

Az =4x+2as 0S8 <2<0

Z 18 'n orde 2 B-latfunksic op [-0 5,05
indien

Die grafiek van /2) soos in defimsic 3 11 vk as volg

Die wdf i1s 1 figuur 1.1.]1 as 'n voorbeeld gebrnuik. Die verdeling gaan selde gebruik word,
maar is van belang aangesien dit 'n aanloop tot die Nommaal- of Gaussieseverdeling 1s

Definisie 3.12 e Normaalverdeling

/ / ¢
P TN 1
Z 1s normaal verdeel indien f/(") - e t"‘pl _3[\ - /'
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Die twee parameters  p. o, is onderskeidelik die genmiddelde en standaardafwyking  van
bostaande verdeling
Die grafiek van die wdf van die stogastiese veranderlike Z met 'n Normaalverdeling vk as volg:

Aangesien ons met die nulsein gaan werk, kan dic aanname gemaak worddatp =0 . (3.2)
Die aanname word gemaak, want ons wil hé dat die geraas simmetnies om die nulsein versprei
moet wees. Die Normaalverdeling 1s die ideale intreeverdeling, maar as gevolg van die
ingewikkelde berekenings in die bepaling van die uittreeverdeling word die verdeling selde in

die sknpsie gebruik.

In die voigende afdel.ng gaan daar na ‘'n hele paar mie-lineére gladstrvkers gekyk word.
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P(GJ(X) < y) =die waarskynlikheid dat die uittree G7(X)) van ‘n gladstryker G met
intree X, |, kleiner of gelyk 1s aan y, waar y enige reéle getal is tussen die grense van die vf
Fy(x.). met Fy(x,) die verdelingsfunksie van onafhanklike geraasimpulse.

Opmerking:

In die werk wat volg sal daar gebruik gemaak word van dve ter ' die uittreeverdeling
van G met G} 'n gladstryker, mermee word daar geimpliseer dat die intree van die
genoemde gladstryker 'n bepaalde verdeling, gestel X, volg en gevolglik sal die¢ uittree
van die gladstryker G}'(.Y,) 'n stogastiese veranderlike wees met 'n spesifieke
verdeling

Die tipe geraas wat gebrutk word, sal strek van Uniforme-geraas tussen [-0.5,0.5] tot by
Gausiese-geraas, oftewel geraas wat Normaalverdeel 1s. Die geraas wat hier genoem word, is
die intree waarna in bostaande definisie verwys is

Vir die doe! van die ondersoek sal aanvaar word dat die sein wat uitgestuur is, die nulsein is. As
daar dus 'n gladstryker op die inkomende data toegepas word, sal daar van 'n goeie gladstryker
verwag word om soveel as moonthik van die geraas te verwyder onderhewig aan die beperkings
van die ander eise op die gladstryker. Dit wil sé om so na as moonthik terug die nulsein as
uittres te kry. In statistiese terme probeer ons om die standaardafwyking van die uittree te
minimeer. Tensy anders vermeld, sal daar aanvaar word dat geraas Uniform tussen [-0.5,0.5)
versprei 1s. Dit word gedoen vir eenvoud in die berekening van die wdf. en in die teken van die
grafieke (soos later wel gesien sal word)

Daar gaan nou na die verdeling van die mediaan se uittree gekyk word

Al die onderstaande resultate is getoets deur histogramme om hul korrektheid te venfieer.
Aangesien die stogastiese veranderlikes X' 1denties verdeel is, stel X, =X v

. — i
|

Stelling 4.1.1(12],[24]

|
[ e
|| PMuX) sy =20 (35 R 1-F 0 )
] - |

1

waar F dic verdelingsfunksie van die onafkanklike geraasimpulse is,
d.w.s. die waarskylikheid dat X kleiner of gelvk is aan y, oftewel:

5
PXsy) '
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Bewys,

Vir M. (x,) om <y 1k wees moet n+ 1 of meer van die clemente in { X, w. . X, o Ce b KlCINET

of gelyk aan y wees

Uit die stelling volg die volgende resultate
Resultaar |

Far.ox (V)= 3F(v) .‘l';l\!
enwdli  =6F vV =6Fv(v)). indien X Untform (-0.5.0.5) verdeel 1s

Grafiek 4.1 Die wittreeverdeling van M (X)) indien die intreegeraas Uniform |[-0.5.0.5)

verdeel 15

Bestaande grahick kan getoets word met 'n lustogram vekry deur simutasie, in dié geval s daar
SOO000 punte gebruik in die bepaal van die histogram, en Iyk as volg

Grafiek 4.2 Die wittreeverdeli=g¢ van M ((X) getoets met 'n histogram verkry deur
simulasie
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Indien dic intrecgeraas egter volgens 'n B2-lattunksie (sien vonge atdehing) verdeel 1s, sal die
wdl. van die unttree van ‘n dricpunt mediaan oftewel M, as volg Iyk
wdl. = 6* fxto* (Fy(x) = Fiix)), met X verdee! volgens 'n B2-latfunksie
= o+ 202 + 405 (2 + U+ 0S5y )yvire <0
Go(=dr+ -2 + 0 +0S—(-2" + e+ 05 )y vir v >0

Grafick 4.3 Die wittreeverdeing van M (X) met intree 'n B2-latfunksie verdeling

Met die B3-latfunksic as intreeverdeling sal die winreeverdelhng van M as volg lyk
wdl =0S*(x+ 15«1 -2 (x+15) ) vir -1 S€xs-05
3o (1 S-2% )2 (0TS =32 4085 (0TS~ 3 " +05) ) vir00S <y <()S
s x=185) et ix=15"+D)-(16« (=15 "+ 1) )wir)8S<x<|.§

Grafiek 4.4 Die wittreeverdeling van M ((X) indien die intreegeraas volgens 'n
Ri-latfunksie verdeel is
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Laastens, as X Normaal{0, 1) verdect 1s, sal die unreeverdeling van die dnepuntmediaan as volg

vk

Graflek 4%

M)

narmantid 1)

Grafiek 4.5 e wintreeverdeling van M (X indien die intree Normaall 0.1 ] verdeel 1

Resulraar 2

Fu.x (V)= 10F(v) |</‘-:(\l‘ﬁf\\(\l
en wdl 30F00 0] = 2Fx(v) + Fiv)). X Uniform (-0.50.5) verdeel

Resultaar §

Faox,(¥) = 3SFHY) = BAFY(y) + TOF o (v) = 20F ()
en wdl 140F (v )1 = 3Fx(yv) + 3F3(v) = Fy(v)). X Uniform (-0.5,0.5)

verdeel

Canfick 4 6
| ' M

BNy apline

Grafiek 4.6 Die Uintreeverdelings van M (X)) ea M (X)) indien die intreegeraas Uniform
tussen [-0.5.0.5)] verdeel 15
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Resultaar 4

Farocy(v) = 126F (v) = 420F5(x) + S40F y(v) = 31SFy(v) + TOF y(y)
enwdl. = 630F L)1 = 4F (V) 4 6F1(v) — 4F(¥) + F (). indien X
Umiform(-£2. 5,0.5) verdee! 1s

Daar moet op gelet word dat fy'vi = lendat Fy(vi=v+05 indiecn X Umtorm (-0.505)
verdeel 1s, waaruit die resulterende waarskynlikhewdsdigtherdstunksies volg

Vervolgens gaan daar gekvk word na herhaaldehke woepassimgs van die mediaan. Dit is egler
nie so cenvoudig om dit e bereken mie, omdat bostaande formule in stelhng 4.1.1 me gebrunk
kan word mie, aangesien die formule slegs geskik was vir onathankhke vendelings. As ons by
M M (X,) s¢ verdehing wal bepaal sal bst tormule me geld me, aangesien die intree bestaan uit
stogasuese veranderlives wat s onathankbk s me. Om dit e oorbrug word daar van
voorwaardehike stogastiese veranderlikes gebruik gemaak

Die volgende itlustreer die metode eronder gebruik

Gestel mens wil Pimn(X,, X000 < v) bepaal . wetend dat

PIASY)=PIB vIPIASYB S yv)+P(B > viPIA S V\B) volg

Pimin(X, Xy ) S v) = PIX, S viPlmniX,, X,y ) S VX, S )+ POX, > vPtmini X, X )\, > v)
=X, v+ PX, > PX, Sy,

want Pmand X, X, ) 2v\X, Sv) = |, aangesien X, < v imphiscer mndX,, X..;) S v, en dus sal

die gebearhikhed altyd plaasvind, onder die voorwaanls en s dus gelyk aan |

Bostaande 1s egter 'n baie cenvoudige voorbeekl. In verdere gevalle sal dit nodig wees om die
voorwaardelike  waarskynlikheidsproses  hehaaldehk wit e voer vir die daaropvolgende
verkrypde waarskynhkhede. Daar word gevolghk van ‘n iteratiewe  proses gebruik gemaak ot
dat gedindig word met 'n bepaalbare waarskynhikhewd, en vir resultaat doeleindes wanneer
PX, Sviof (X, >v) bereik word

Die toepassing van A, (X,) en V(X)) hieronder is soos i Defimsie 2.1 3.1, met A(X,) en VIX,)
onderskerdehik gebruik in plaas van A (X en V(X))

lP(.Mflx,l < vy = Pimediaan{M (X, ). MUX I M (X)) Sv)

+ Hx;-z >_\')Pa(lwdm{V(x,_; '.M](x. ).M|(xn| )} S 'b‘)
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=PX SsVIRH AN svifemin{ AN WM UX L)) < v PN s P simediaan | X, VIXO. M XL bsy )
=X SN XL sl X, S v P s viPsiman (XL Vi « X SVOUSH PX < ywPoimm{ X, AX L) S e 0 I
sPX. SN PX sldll PIX. svie AX v [8] (AXL s e 0 i« MA VAISH PX, <9 PIXi sy PXaa>svPXuasn N

I‘lX,_; > \‘)P\(MIM{V(A, 1 f"ﬂ.\,_‘.:"](x.u ” s‘)

s >IN XL s viPsimediaan (X AMX i M XL 1)) S vie X s max (VXM (X lsn

P X >3 XL sy 18] PX sy WX, > oiman (X, ViIXL ) ) ¢+ PX sV PX > P v [ X AL sy 0 )

2P X 203 AXL s8] AX. <y A >IOH PiXL sviPiXaasy) 1+ AX T AX s I PXa sy 1)
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'—'F;Hnl#l-l'\l\wl'I.HH Lo FLn =2Fxiv) + 1+ Fyv) = 2F xty))+
Fxyil =Fxty)+ 1+ Fy(yv)=2Fx(v)) 4.1.1)
= 2F5(v) + 2F 3 (v) = SFy(v) + 2F () (4.1.2)
met wdl. = AF x(v) + 6F3(v) = 20F ((v) + 10F5(v) . wedicn X Uniform (<0.5,0.5) verdeel is
4173

Graflek 4 7

Grafiek 4.7 Die wittreeverdeling van Mf(,\’ ) indien die intreegeraas volgens 'n
Bl -latfunksie verdeel 1x

Bostaande grafick kan net soos voorheen ook gevenficer word deur simulasie en 'n histogram
van waargenome wittreepunte en lyk as volg:

Geat-n an

‘.
e &
- +
*
+
’
’
! |
i ! |
1 )
o ) |
‘ 4
1
+
| ' |
| e e JHE S T | ' ' [ D ‘

Grafiek 4.8 Die uittreevera g van Mi(X) getoets met 'n h'stogr um vei ry dexr simulas,»,
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Grafiek 4.9 Die uittreeverdeling van M (X)) indien die intreegeraas Normaal [0.1] verdeel
T

Op soortgelyke mamiere kan M, . M M, en M M se mitreeverdelings bepaal word, as gevolg
van die lengie van dic berekenings word slegs die resultate verskal

Foo (¥ =2F300) + Fy(v) = TFyv) + TF() = 2F (y) (4.1.4)
met wdi

=4F (V) + 3F V) = 3SF L) + 42F yv) = 14F(v) indien X Uniform-0.5,0.5) verdeel 1s.(4.1.5)

Die grafick van dic uittreeverdeling van M| indien X Uniform (-0.5,0.5) verdeel is.

Grnilet & 10
AR
MM
|
0.‘. . * ’ » . 4 ) ’ * » ’ ‘. , » ....
welusend B.5 0 %) werde et in

Grafiek 4.10 Die wintreeverdeling van M [(X) indien die intreegeraas Uniform [-0.5,0.5]
verdeel 13
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As die grafick getoets word deur 'n histogram, [vk die resultaat as volg

Grafiek 4.11 Die wittreeverdeling van M (X) met intree X verdeel Uniform [-0.5.0.5] .
getoers deur 'n histogram vekry deur simulasie

Die grafiek van die untreeverdehing van M, indien X Normaal(O 1) verdeel 1s

Grafiek 411

MMM

Grafiek 4.12 Die uittreeverdeling van M, Y) met intree die Normaal [0, 1] verdeling

Faan,axsl¥) = 9F 3 (y) = 1OF3(v) = 3F(y) + TF(y) = 2F (Ly) (4.1.6)
met wdl.

=27F3(v) = 40F y(v) = 1SF (V) + 42F (v) = 14F(v) . indien X Uniform (-0.5,0.5) verdeel is
4.1.7)
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Die grafiek van die wittreeverdehng van M M, indien X Umiform 40.5,0.5) verdeel is

Greliek 4.1)

Grafiek 4.13 Die wittreeverdeling van MM (X) met die intreegeraas Uniform|-0.5,0.5)
verdeel

Die grafick van die wittreeverdeling van M M, indien X Normaal [0,1] verdeel is

MM}

Grafiek 4.14 Die uittreeverdeling van M ;M (X)) indien geraas Normaall 0.1 | verdeel is.
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Fusmo W =TFuvy=21F(v) + 21F5(v) = 6F () (4.1 %)
met wdi
=21F3(v) = 1OSFL(v) + 126F 5(v) = 42F v indien X unitorm [-05.,0.5] verdeel 1s (4.1.9)

Die grahek van dic wittreeverdehing van M, M indien X Unitorm (-0.5,0.5) verdeel 1s

Gralied 418

Grafiek 4 15 Vergelvkende grafiek van die wittreeverdelings van M M (X) en MM ,(X)
indien die intreegeraas Untform|-0.5.0.5] verdeel ix

Grafick 416

Crafiek 4.16 Vergelvkende grafiek van die uittreeverdelings van M M (X)) en M\ M ,(X)
indien die intreegeraas Normaal[0. 1] verdeel is
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Die verdeling van 0.5 = (M, + M) se witree s heelwat moeidiker om (e bepaal as bg. se uittree
en 'n soorgelyke verdehing sal later meer volledig gedoen word. Basies word die gesamentlike
verdehing eers bepae. dw s
PM{(X,) S y. M (X,) € v) word cers bepaal en dan word P(10.5 - (M3(X,) + M, (X)) < v)
bepaal, deur eers die afgelende van die cersie funksie e brp.id en daarna oor die regie gebied
te integreer om die nodige resultaat te bepaal. Daar word cers met die antwoord volstaan met
X Uniformi-0.5,0.5) verdeelen y £ 0
POS* (MUX)+M (X)) Sv)= U8B +W2-2" = 29" + (v + LN 2= 3y = 14y =4y

Hy+ 10592 4 6y + 18yY)

+Hy+ 172 -4/3-8y)

Hy+ 112)* (4.1.10)

Aangesien die gladstryker simmetnes is, kan die resultaat vir v 20 beraal word deur die
spie¢lbeeld van bostaande resultaat e bepaal

Dic grafick van die uitreeverdeling van 0 5(M, + M7) indien X Uniform (-0.5.0.5) verdeel 1.

Gealieh 017 .
+
h
', 5T MM
.
-
-
3
-
!
*
}
-
.
.
?
L
!
l'.‘o . . - - - - * . . . ‘. . + .

Grafick 4.17 Die uittreeverdeling van [0S = (M, + M{))(X) indien X Uniform|-0.5,0.5]
verdeel is
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Daar gaan nou gekyk word na die verdeling van die witiroe e rekursiewe mediaan

Ter wille van cenvoud gaan siegs na dic mees basiese reval gekvk word, dow.s dat

| Rekursiewe mediaan van v, = mediaan{mediaan{Mg(x, ), x, 5, (1.0 1, = A

| ’Mcl My = Rekursiewe mediaan = R, = MR

!I'IM.'.\', )€ v) = P (medman{ mediaan{MatX, ). X X, 1 L. X X DS Y)

Dit volg dus dat

—

| HIPimedisan{ mediaan{ M g( X,

;'..\-,,.\. |}..\,.-\,.1 })“ \3
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PX, S )P imn{mn{ Me(X,

PX.sv) 12) 1 X, o PN > P Ma( X, ) . X, S y)

PiX,Sv) 12] | M X 21 5 PiX.o>v) 4 X Sy PX, SVIPUMg X, \X, ;-

PX, >y 3l PiX SviPcmax{MplX, 20X 01 Sy) )

PX,.>v) 3 X & (SH X SYIPU{Mp(X X <vi<y) 1)
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= F(vi2 = FxOn+ Fulvi 1 = Fx(o I PIMg(X, 2 S v) LD

dws PMX)Sv)=Fuvn2 = Foiypl) = Fy(ydl = Fyivi die resultaat stem ooreen mel

dice resultaat verkry deur Mallows| 8] Die mamer wat Mallows gebruik het an dse oplos van die
probleem verskil egier van bostaande

Grafiek 4 18 Die grafiek van die wittreeverdeling van RM indien X Unitorm (-0 5.0.5)
verdeel is

Die grafick van dic wttreeverdelings van dic RM en M| indien X Normaai (0,1) verde sl s

| Guatet 419

Wikiw

Grafiek 4. 19 Die wittreeverdelings van RM en M (X)) indien X Normaall0,1] verdeel is
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As dar na die graficke van die uttireeverdelings van My cn M| gekyk word sal daar gesien
word dat die twee graficke feithk op mekaar gelec is. Hierunt kan ons aflei dat die verdelings
Mg(X,) en MTX,) me ver van mekaar kan verskil nie

Vergelykende grafick van verskeie mie-lineére operatore (inslunend 'n paar wat nog behandel
gaan word) se wittreeverdelings met intree die stogastiese veranderhke X wat Umiform(-0.5,0.5)
verdeel s

s
e MMM
o oMM
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42 LULU OPERATORE
In hierdie afdeling gaan ons spesifick na die uittreeverdeling van U, en die gesamentlike

uittreeverdeling van L .U, en UL dus P(U.L.(X)) < y,L.Ua(X)) S y), kyk, aangesien L_ net
die spieelbeeld van U, is en die uittreeverdeling van UL LU, en 0.5%(L U +U L) uit die

gesamentlike uittreeverdeling van L U, en U L, bepaal kan word.
Die uittreeverdeling van U,.
PUX) sy)=PAVi(X)sy)

= P{min (max (X, X), max (X, X)) S ¥)

= | = P(max (X, X)) > v, max (X, X..;) > ¥)
=1 -PVi X >0 ViX . >y) (4.2.1)

Iﬂle:-l >y Vi X, >)')'
=|P(X.-| >WPV X, >y) I + IP(XH SVPX, >y, VX, >)’)'I

=PX S PX sy)0+ PX.>y) 1¥PXL >y) | PGS YPXG >y

P, >y) }

wat na vereenvoudiging
=P(Xies SYPX, S )0+ PUXy SYIPX, > )+ P > 0)PX S v)PXG > )+
PXiy > PX, > y)
=Fx()1 =Fx(3) + FEx(0)(1 =Fx()’ +(1 = Fa)’ = 1 = 2F30) + F)
As die resultaat nou van | afgetrek word, volg dat die verdeling van U, se wittree gelyk is aan
2F3y) - Fi») = Fi0)2 - Fy) (42.2)

Op 'n soortgelyke manier volg dat die uittreeverdelings van U; en Uy ondeskeidelik gelyk is
aan:

IFUY) - 2F ) en 4FWy) - 3F ). (4.2.3)en (4.2.4)

Hieruit kan 'n algemene vorm vir U, afgelei word nl
(n+ DFY' () - nF32 ) (4.25)

Die verdeling van L, se uittree kan nou maklik hieruit afgelei word, deur in bostaande formule
vir y met -y te vervang en die resultaat van een af te trek. Die wdf. van U, en L, se
uittreeverdelings kan ook maklik verkry word deur die afgeleide te bepaal. As Fy(y) =y +0.5
dws. as geraas Uniform oor [-0.505] beskou word, volg dat
funap ) = (n+ 1) Fx(y) = n{n+ 2)Fy" () aangesien fy(y) = 1. (4.2.6)
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Volgende gaan daar gekyk word na P(U L, s, L \U; ss)=PIL\U, ss5,U,L, 51)
Die berekening van die waarskynlikheid is aansienlik langer as in die voorafgaande probleme en
‘n soongelyke uitlegproses sa! dus onprakties van aard wees.

As daar gekyk word na die oplos van die uittreewaarskynlikhede van M} en die Rekursiewe
mediaan, sal opgelet word dat 'n waarskynlikheid wat gevolg word deur 'n voetskrif |

(bv. P,(.)) ter enige: tyd vervang kar word deur die resulterende waarskynlikhede wat vir §
volg .

Vervolgens gaan daar van 'n uitlegprosedure soortgelyk aan bg. gebruik gemaak word Enige
waarskynlikheid, gevolg deur ‘n voetsknf, sal afsonderlik behzadel word by die
ooreenstemmende waarde van die voetsknf.

Verder sal daar ook gebruik gemiak word van die getal / indien 'n gebeurtenis plaasvind en die
getal 0 indien 'n gebeurtenis nie kan plaasvind nie. Gestel ons het die volgende waarskynlikheid
P(A<s.B<s,C<t,D<t) met A.B,C en D gebeurtenisse. Indien dié waarskynlikheid ~(1,1,C<1,0)
as volg aangedui word, impliseer dit dat gebeurtenisse 4 en B altyd kiciner as s is en dat
gebeurtenis D nooit kleiner as 1 kan wees. Bostaaande waarskynlikheid is egter ook gelyk aan
nul, aangesien een van die gebeurtenisse nie kan plaasvind nie. Indien een van die gebetmue
rie kan plaasvind nie, is dic ander inskrywings dus oorbodig en it sal gevolglik in meeste
gevalle uitgelaat word.

Daar gaan eers gekyk word na die geval waar t<s
UL, s, LU, ss)=PL U, ss,U\L, 501

= PAA; VX, <5,0;VX.. S5, VAKX, Ss,V3AX,51)
+ Py(AsVX, €5,0;,VX,., S5, V:AX, S0, V3AX, >1)
+ PA(A;VX,; S35, A;VX,, S5, V3AX, S0,V A, > 1)

PoAA:VX, £5,0:VX 1 S5, VAXL s, VAX, 250)

= PXi;SOPy(min(X,., VX, VX)) 554:VX,, <5, max(AY,AX.,) <4V AX 80)

+ ﬂf(x..: S.I}P;(m‘x. ,.VX,,;.VX.’S s.A;VX.., <€ 5, max (XH AX,. AY 1) St V,A.\'. £10)
+  P(X.; > 5)Pymin(VX,,, VX)) €5,A;VX,., S5, max (X A, AX, )€,V AN <1)

1 P(Xg_l S!)P.(l.min(X,.VX..VX..I)SJ.AX,.I St.max(AX,,;,M,.,):. )
+ PU(X.-[ SI)Pj(l.ﬂ'lin(X,,VX,. Vx.-l) SS.M(X“M;.I)SI.M(M'. .l.l-.'s".z.t‘. )Sl)
. P(X.-; )’)Po(vx; Ss.min(vx‘,vx.d)SI.MK{X;.M;.])S '.m(Ax;.i.A-* -'_‘.X|) S ')

ra

Hx;..l < ')P’(‘;m(A'J-vA'n vxl-l)sstdfvlnl < ‘om(Mnlle-:) S')
+ Pl<X,. Ss)P(l,min(X, VX, VX, )<5,0,)
L 4 HX;..I )S}f’(VX; Sc’.min(VX"vx‘ul) 55.0,)

P(X. S OPg(min (X, VX)), min(X,,VX,,VX,.,) €5, AX,.; st,max(AX..,,AX.2) S0
ﬁ'<xl-| s‘)ﬂl |on)
+ Hxl-i >J)ﬂl!0|)

+ W

4=

P(x; S ‘)P.(l| l. l.AX|¢2 S ')
+ H"‘A’l SJ)PIO(lvloth S‘vm(xnlndxlvl)s'l)
+ PX,>5)P(1,VX. S5.X., St,max(Xi.,,AX.2) S1)
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5 PX snPs(1,1,1,AX,,:510)
+ Pu<X s5M1,1,0,0)
+ PX >5P(1,VX,. £50,0)

6 HXH SOPp(Xi,min(X,, VA1) S5, 1,AX,.: 510)
+ R'(x;-l S.I')P(XM SJ. min(xulovxul) s’l 000)
+ HX| >S)HO.VXh! s’voio)

7 PX sOPy(1,1,1,AX ., S1)
+ P<X Ss)Pp(l,1,X,. Simax(X.,,AX..;) St,)
+ Hx,)J)PN(I.VX..I SS.X..; Sl.m(xm.dx..z)sﬂ

a Rx|s'w’(llll|'¢rl.: S')
+* Hf(XJS.I’).nm“.l.x.q Stmax(X., AX.2) S1,)
+ HX.‘>’)H0|||)

9 PX. s

+ PXa>0PX. 50
10 P(Xo.l l')

+ HXIOI > 'x’

1l PXi SOPXi3559)
+ P(X..; )l)

12 AX.i S0)
+ ﬂ'(A’ul s’)luﬂl.l.ln"n}s‘-)
* qul >‘m

=P(X.2 € l)P(X... SOPX snPX. S0

+PX o sOPX SOPIX, SOPWX G >0P(X 2 510)
+PX i SOPXL sOP(t< X, S)PX. <1)

+ PXi2 SOPX SOPIX, > 5)P(X. SOP(X55)
*PX 2 SOPU<Xi SHPX, SsOHPX,., s1)

+PX 2 SOPU<X  SHPX, SHPX., >0)P(X.:510)
+ P(X..a SOPX.y > )PX, S HPX,., S1)

+PX 2 SOPXL >s)PX sOPt< X S)P(X.2510)
+P(1< X2 SHPX., sHPX, sHPX,., S1)
+Pt<Xi 2 SHPX L SOPXw > 0P(X 1 51)

+ Hf <Xias S)P(A".q < f)ﬂl <X Ss)P(X., S 1)

+ Pt < X3 SHPX SOPX, > 5)PX2 £5)

+PX 2 >5)PX SOPX, SOPX,. 1)

+ P(Xi2 > )P(Xi) SOPX, SOP(X, > DP(X 2 S1)
+PXi 2 >)PXi SOP(t< X, Ss)P(Xi.y S 1)

bl.57

=FUD) + FUO(1 = Fx(0) + FYO(F ds) = Fd0) + FY(0(1 = F($))Fx(s) + Ft)(Fx{s) = Fx(1))
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+FU = FAONF ds) = Fd )+ F Al = Fds)) + F’.u)(‘l = FsINFls) = Fun)
+§(:)(F,m ~F )+ FUl = FAONF ds) = F ) + FLUNFds) = F )
HFUNF (W = FANE ds) = Fld )« FAot] = Fds)) + FWal ] = FdoX 1 = Fyls)

+F U] = F (sINF s) = Fdin
Na vereenvoudiging i1s bostaande gelyk aan :

2F 0 = AF 1) + Fl0) + 2F A )F 0 = FUDF ) + FUSIF ) = FUSIF U + FF s)

Pi(A:VX, 5. 80:VX . S5, VaAX S0, VA, > 1)
AX s soP (imn(X, . VX, .VX ) <5, A;VX,, Ss.max(AY,AX.)) S, V2AX <€D
Pu< X, s <)Psimun(X, ;. VX, 1. VX)) € 5, A VX, s somax (X AN AN L) SLV3AY €0
AX 2 >9)Pmn(VY, VX ) €6, A: VYL Ssomax (X, AVLAY L ) S VZAX, <0)

+ + U

I PX  soPabomn (X VX VX ) S A Sseomax(AX AX ) S0)
+ H' < xn- 1 S-“P!( l-ﬂ“‘xnvdruvnr--l ' S ,'MXMM’“I) S '1 m‘“l-'luf-:QxI) S ”
+ PN 2PV, S ,min(VY . VY, ) € s,maxi X AY L ) < omax(AY, LAY .., 4 )50

2 PXL20P(l.min(X VX, .VX,. ) S5 AX,. <r.max(AX,.i.AX.2)<10)
+ Pu<X.saHXL.mn(X.VX, VX.)$s.0,)
+ PAX_  >5)PAVX <5, mm(VY.VX. )<50,)

I AX.=0Pymm(X, VX ),mn(X, VX, VX, ) <5, AX, sromax(AX,.,AX..;)<1)
+ Pt<Xi. S5HAL.0.)
+ PAX. >9A,.0,)

4 PAX SsoOPo(l,LLLAX . ;51
+ Pu<X. ss)Poll; 1, X0 $0.0)
+ H.Y' >.ﬂP”l|.V.‘!',., < "..\’.-I 5!0'

S PX . soPs(l,lLAX.: s+
+ Pu<X <9HM1,1,0,1)
+ PX. >, VX, £50.1)

6 PX SsOP X mn(X.,.VX.)<ss, LAY .20
+ Plu<X ss)PAX.; Ss,min(X.,VXi.)s50.1)
+ ﬁxﬁ>smolv‘rl0|53|0rl}

7 HXJS')PU‘].'.I.AX:-Z S')
+ H‘<X| SS)P")(‘,I.-Y“I SI.O)
+ PX >5P0(1,VX.) £5.X.. £1,0)

ou

PIX, snPo(1,1,1,AX..: <1)
P(ICX. <s)Pol(l,1.X..) £1.0)
+ HX,).\}"’“(O,..O)

+
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o

Hxhl < l'm
+ PX>0P(Xia>0)

10 M{.ﬂ Sl}o
+ qulz")o

11 PX. 500
+ PXi.,>00

12 P(X;.; <n0
+ H‘(Xlol Slwlo(l.l.l.x“z >'0)
+ PX. >s5)0

=P(t< X Ss)PUt <X,  SHPX, sOPX. 51)

Pt < Xy SHHPU <X SHPX, SOPX . > OP(X.2 S0)
+P(t<x,_3 Sl)ﬂx,q > lmx'n s f)ﬂx“; < f)

+P(t< X2 SHOPX,  >)PX, sPt< X, SHPX..2 510)
+P(Xi 2 >s)P(t< X, SHPX, snDPX,., 21)

+PX 2> Pt <X,  SHPX . sOPX. > 0OP(A.:S10)
+PX 2 >)PX >)PX, sOPWXL S1)

+P(X.-; >SOPX o >)AX 0Pt <X Ss)P(X151)

=FU(Fs) =Fx(0)’ + F)(1 = FOXF(s) = Fi(0)’ + F(1 = Fs)XFals) = Fx(1)

+F A = FASINFs) = FA ) + FU = Fds)Fls) - Fd1))

+FUN) = FADNFs) = FAN1 = Fl0) + FX N1 = F))? + FH] = Fls))?

=t 1) = AF 1) + AF (1) = Filt) + 2FU)F30) = 2F U0F ils) = FU)F 1) = Fs)F 1)

Die derde geval P.(A;VX, €5,4;VX,,, <5V AX, <1, V;AX,; > 1) kan net soos die geval

hierbo behandel word, d.w.s. geval b. Die geval .geval ¢, lewer dieselfde antwoord as geval b,
Die som van die drie gevalle, AU, L X, <t,L U X, <5) is gelyk aan:

2F1) = 6F 1) + 4F (1) = F3{4) + SFA)F1) = 2FU0F 5) = FUs)F 1) + FUs)F1)-
FUs)Fi(n) (42.7)
Die geval wat bo behandel word, is slegs geldig wanneer t<s vir die ge val waar r 2 5 volg dat:
PUUL X st, LU X, <ss)=P(L,U X, ss5)ass st (4.2.8)

aangesien L U altyd groter as UL is.
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Gesamenthik volg dat

PULX, SLLUX S =PULL U X S as s S
2F5i0 = 6F (1 + 3\ (0 = Fyn + SFy(Fx()
“2F ADE () = FYE U + FUOF(n - FyO)FYn astes  (429)

Die verdeling van die uittree van UTLT en LIUT Xan no inak ik it bostaande formule bepaal
word

Om PIULL, €10 we bepaal word s gewoonweg as o gekies en in bostaande formule vervang
waaruit volg dat

POULLX, S0 = 2F00 = 6F (0 + AF (0 = Fin + SEn = 2F (0 = Fyn + Ex(n = Fin
= SFLlt) = TF )+ 4Fun = F ) want Fy(=) = | (4210

Grafiek 4.21 Die uittreeverdeling van UL (X) indien X Uniform{-0.5,0.5] verdeel is

Bostaande eratick, getoets deur n stogram, Ivk as volg

Grafiek 4.22 Die wittreeverdeling van U, L ((X) met intree X, Uniform|-0.5,0.5] verdeel.
getoets met 'n histogram verkry deur simulaste
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Om LIUI se witreeverdeling te bepaal word s en r aan mekaar gelyk gestel, waarunt volg dat

PIL U\ X, S 5) = 2F(s) = 6F (5) + 4Fy(s) = Fy(s) + SF)F(s) = 2F y(5)F xls)
,l';!\)l"'\I4[;“,’.;“'_I.;l\)’.i“'

= 2Fls) = Fyis) + Fyts) = Fyls) 4210

Grafiek 423 Die wittreeverdeling van LU (X)) indien die intreegeraas Uniform|-0.5.0.5)
verdeel 1s

Bostaande grafiek, getoets deur ‘o hastogram, lyk as volg

[hMl?l

Grafiek 4.24  Die uittreeverdeling van LU ((X), soos in grafiek 4.23, getoers met 'n
histogram verkry deur simulasie
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Die volgende grafiek iilustreer die verwantskap tussen die witreeverdeling van UILL LI1UT en
M1 indien X normaal (0.1) verdeel 1s. Die verwantskap sal soorgelyk wees indien X Uniform
(-0.5,0.5) verdee! is

Grafick 4.7%

Grafick 4.25 Vergelvkende grafiek van die wittreeverd=lings van
ULy X)) LU Xy en M X). indien X Normaal[0.1 ] verdeel is.

e bepating van OS*(UILI+LIUD) se winrceverdeling 1s wetwat moeihker en daar moet
versighg gewerk woed as die integraal bepaal word wat in die berekening nodig 1s

In die gewone geval waar dic gesamenthke verdeling mie tweedehig 1s me |, kan gewoonweg die
parsicle afgelerde met betrekking 1ot s en daarna met betrekking tot 1, of andersom, bepaal
word en daarmna kan daar oor die pashke grense geintegreer word. In bostaande geval (sien
formule 4.29) s dit egter mie so eenvoudig mie en een van die moonthike metodes vir die
oplossing hicrvan is as volg:

Vir cenvoud gaan daar aanvaar word dat geraas Uniform [-0.5,0. 5] verdeel 1s

Daar sal eers ‘'n oplossing gegs= word in die geval waa 0.5 € v < ). Daar moet onthou word
dat ons met Uniforme-geruas [-0.5,0.5] besig 1s en om dié rede word v groter of gelyk aa
4).5 geneem.

Uiteengesit wil ons die volgende bepaal

P(U.L.X. S-O.S.L.U,X. <2y+05)
PSS <UL X, SO0S5+8.L U X, S2v+05-¢

*H)"S( U.l..X.S \.L.U.X. <ly-v)
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Bostaande volg uit die feit dat P(U,L X, +L, U, X, <2y) bepaal wil word, of dus dat
AL \U\X,<2y-U,L\X,) bepaal wil word.

Hierbo is genoem dat die oplossing eers vir y kleiner of gelyk aan 0 bepaal gaan word, die rede
hiervoor is dat 2y+0.5 groter as 0 5 sal wees indien y groter as 0 word , en daar sal dus
probleme onstaan in die berekening van die gesamentlike verdeling, aangesien die gesamentlike
verdeling net geldig is vir s, 1 €[-0.5,0.5].

Daar moet onthou word dat UILISLIUl en daarom word daar nie verder as
Ply-8<U L\ X, <y,L,U\X, €2y~y) gevorder nie, want anders sou UILI>LI1U] wees wat
nie moontlik is nie.

In die som hierbo sal daar gesien word dat t<s , dus moet daar slegs na die geval in die
gesamentlike verdeling gekyk word.

& is willekeurig klein en bostaande som is dus gelyk aan die volgende integraal:

> _os a,[FU1L|XJ.|U. (1, 2y — 1)]dt waar 055y <0

‘E[Fc.:_,x,.b_t-..r,(l- 2y-1)=4a-18a* + 16a’ -5a* + 10a(2y ~a+ 1)-6a*(2y-a+1)
-2a(2y-a+1)'+3a*(2v-a+1)-2a2y-a+1)’
as 1 = a - 0.5 want dan volg dat F{r) = F{a - 0.5) = a aangesien F\(y)=y+0.5
Deur Jie substitusie volg dus dat bostaande integraal gelyk is aan:

[7* 4a - 18a? + 16’ - Sa* + 10a(2y-a+ 1) - 6a*(2y-a+1) - 2a(2y-a + 1)}
+3a’(2y-a+1)-2a(2y-a+1)'da

As die integraal bepaal word, sal die volgende resultaat verkry word:

0.5(y +0.5)2(10-32)7 = 16)°) + 173(y + 0.5) (=21 + 32y + 36y) + 1/4(y + 0.4)*(8 - 24y)
=P(0.50(L|U.X.+U.L.X.)Sy)lsyc[—0.5.0] (4.2.12)

Vir die geval waar ye(0, 0.5] sal die spieclbeeld van bostaande resultaat, y vervang met -y, die
gewenste resultaat lewer, aangesien 0.5*(LU+UL) simmetries om nul is .

Alternatief kan die volgende integraal bepaal word:

y
b!&s %[Ful,'_lx‘_;_,u,x,(l'. 2y —1))de + Ii;_:’ '%[FU,L.x..L;U.x. (¢,0.5))dr
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Die grufiek van die wdl. van O S*LIUT+UITL D indien X Umitorm [-0.5.0.5] verdeel 1s

| Grafich 425

L i
| !
|
|

0 5% Ui )

Grafiek 4.26 Die wittreeverdeling van [OS < (U L, + L, U )(X)
Uniform]-00.5.0.5) verdeel 15

indien X

Die hustogram venfikasie van O S*(U L «L.U ) Iyk as valg
— Al edn “ ———
Geatiek 427

Grafiek 4.27 Die wttreeverdeling van [0.5 « (U Ly + L, U )J(X) . soos in grafiek 4.26.
getoels met n histogram vekry deur simulasie

Soortgelyke resultate kan vekry word as daar wn opsigte van s gedifferensicer word. Daar sal
egter in so ‘n geval ook moet gekyk word na die geval waar 128 in die gesamentlike verdeling.
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Opsommende gralick met die intree X verdee! Umiform [-0.5,0.5]

GRAFEK 470 e e -

Wi
OANeNE . ANILUs
\ z!'m MM
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Let daarop dat al die gladstrykers wat in die algemeen toegepas word, simmetries is, aangesien
daar nie altyd vooraf kennis gedra word van hoe die geraas versprei is en dur aangeneem word
dat die geraas nie voorkeur vir opwaartse of afwaartse ngting het nie.

In sommige gevalle sal dit duidelik wees of geraas 'n opwaartse of afwaartse voorkeur het. In
50 'n geval sal daar wel onsimmetriese gladstrykers gebruik word. Hierdie tesis spits hom egter
meer op die simmetriese gevalle, asook natuurlik die asimmetriese pare LU en UL wat
aanleiding gee tot die simmetriese operator 0.5*(LU+UL).

‘n Goeie gladstryker is een wat soveel moonthk van die geraas en so min as moontlik van die

sein verwyder.

In bostaande gevalle, waar die verdeling bepaal 15, 1s aanvaar dat die uitgestuurde sein die
nulsein is, en van bostaande gladstrykers word dus verwag oin so na as moontlik die nulsein
terug te kry.

Meeste van die behandelde operatore in die tesis is simmetries, wat impliseer dat die
gemiddelde van hulle uiiireeverdelings nul moet wees, dus kan die standaardafwykings van die
verdelings direk met mekaar vergelyk word, sonder dat enige van hulle gesentreer hoef te
word.

In &'~ geval van die onsimmetriese pare LU en UL is die gemiddelde van die uittreeverdelings
vanscifsprekend nie nul nie en 'n moontlike aanpasing sal gemaak moet word voor die
operatore se uittreeverdelingsvanansies met die van ander operatore vergelyk word.

Die stogastiese veranderlikes, met uitsondering van LU en UL, met die kleinste
standaardafwyking sal in ons geval die beste een wees, aangesien dié gladstryker se uittree die
naaste om nul versprei is.

In die volgende afdeling gaan die standaardafwykings bereken word, maar vir eers kan daarop
gelet word dat die graficke van dic wdf. 'n baie goeie idee sal gee van welke verdeling en dus
gladstryker die beste resultate sal lewer. Spesifick sal dit die een wees wat se verdeling die
naaste om nul versprei is.
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Afdeling 5
5.1 Di ki ic variansi ; e verdeli

Die doel van hierdie afdeling 1s om die effektiwitert van bostaande gladstrykers met mekaar te
vergelyk. Die manier waarop dit gedoen gaan word. i1s om te kyk watter gladstryvker se
uittreeverdeling die klemnste vaniansie het, oftewel die Kleinste standaardafv viing

Die gladstryker in bostaande konteks sal die beste wees, aangesien die verspreiding van enige
orige geraas nader aan die oorspronklike sein gegroepeer sal wees as enige van die ander
gladstrykers.

Daar moet egter nic sommer aanvaar word dat dit die beste gladstryker in die groep i1s nie ,
aangesien daar baie onbekendes in  geraas is en in sekere gevalle sal 'n heeltemaal ander
gladstryker beter wees Maar vir die doel van di¢ studie sal daar na dic variansies gekyk word
om gladstrykers met mekaar te vergelyk.

Die berekenings van die vanansic van die verdeling van die onderlinze gladstrykers sal gedoen
word deur te kyk na dne gevalle van inkomende geraas, nl. uniforme geraas tussen -0.5 en 0.5
geraas wat ooreenstem met 'n B3-latfunksic en geraas wat normaal(0,1) verdeel is.

In die geval van uniforme geraas is die eksplisicte berekening van die vanansic moontlik en
velaief makhk, maar in teenstelling is soorgelyke berekenings in die geval van die
B3-latfunksie baie meer ingewikkeld, en sal daar van benadenings gebruik gemaak word om die
vanansies van die verdelings van die gladstrykers te bepaal Vir die geval waar die inkomende
geraas Normaal (0.1) verdeel is sal daar van "math denve " gebruik gemaak wore m die
uittreevanansies tc bereken.

Daar gaan nou na die vanansies van die dne gevalle inkomende geraas gekyk word,
Geval I: Uniforme geraas tussen -0.5 en 0.5

In die geval is Fy(y) = v+ 0.5 en fi(y) = | waar Fi(y) die verdelingsfunksie van die inkomende
geraas 1s en /i(y) die ooreenstemmende waarskynlhikheidsdigtheidsfunksie is.

0ns

EX) = | vifuydy

O

= 0.083
vanX) = E(X?) - (E(X))*

=0.083
aangesien E(X) =0 want die verdeling is simmetries om nul en die gemiddelde is dus nul.
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Geval 2: Geraas in die vorm van ‘n B3-latfunksie.

var{B3) = E((B3)") - (E(B3))" = E((B3)") vir dizselfde rede soos in | hierbo.

var(B3) = ) VO

waar fp(y) =05« (v+32) ye(-0.5,-1.5)
=05¢(32-2%)1e005,-0.5)
=05 (y-32)° ve(32,0.5)

0

var(B3)=0.5[ | v+ 320Pdv+ | v(32-27)dv+ | V-32)dy
| 4 0t 09
=028
Geval 3: Dhe vanansie van die inkomende Jeraas indien die geraas normaal(0, 1) verdeel is, 1s
vanselfsprekend gelyk aan |

Variansies van die uittreeverdelings van sckere van bostaande gladstrykers in die geval van
geraas soos ingeval I,

M'(l,i

4

o0
E'((M’_(.\')):)g [ 67 (v +05-(y+05)71h
4 0

4

04

= [ o'+ 1.5vdh

04

=0.05

EM (X)) =0 want dic mediaan 1s simunetnies om nul verdeel ten opsigte van geraas wat
simmetries om nul verdeel 1s.

Dus var(M (X)) = 0.05, wat al klaar 'n verbetering 1s ten opsigte van die inkomende geraas met
'n vanansie van 0.083.

MiX):

Net s00s bo is var(M} (X)) = 5['(317‘('“): T‘

\

0
= | ,\"'(40 +0.5)+6(y+0.5%) - 20(y + 0.5)" + 10(y +0.5)" Jdy
08
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laat x=y+0.5 dus is y=x-0.5 en dx=dy
.f(;-o.s)(u»,ax*-mx‘ + 10x* )dx
0

=0.04521095 na bepaling van die integraal en vereenvoudiging.

Dit is weereens 'n verbetering op die vorige resultaat, net so sal M} (x) 'n beter resultaat lewer
as M} (x) maar die verbetering sal in verhouding tot die vorige verbetering baie klein wees.

var(M](X)) = 0.0444..

En om die rede sal var{M](X)) baie vinnig konvergeer soos n groter word en in die meeste
gevalle is die tyd/verbeiening verhouding nie die moeite werd vir n>3,

Die voorafgaande resultate kan ook maklik van die aangehegte graficke afgelei word.

RM:

var{M(X)) = 0.0442653 .

Opvallend hier is dat die vanansies van die wittreeverdelings van die rekursiewe mediaan en M }
feitlik dieselfde is.

Mi(x):

Ook s00s voorheen is sarMI(X) = E{ (MI(. "' | in die geval.

|
Dus is var{Af3(X)) = Ja? = x +0.25)(30x% - 60x" + 30x*)dx (kyk vorige geval)
0

= 0.035714 na vereenvoudiging.

Hier moet gelet word op die aansienlike verbetenng, en dit as gevolg van die feit dat baie meer
van die data as geraas beskou word en verwyder word. M, sal 'n konstante sein lewer as n
strewe na oneindig. Die rede hiervoor is dat alles as geraas beskou word en verwyder word, tot
die corsp-onklike sein sal as geraas | eskou word.

‘n Algemene formule vir die vanansie van dic uitiree van die Mediaan gladstryker M, waneer
die intree uniform[-0.5,0.5 verdeel is, kan ook afgeici woird en is as volg :[24)

var(Mi(X))) = == n=1,3,5. (5.1.1)
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Let daarop dat die formule dieselfde resultate lewer vir M; en M| soos afgeler deur die
bepaling van dic nodige mtegrale hicrbo

M, sal 'n konstante sein lewer indien n strewe na oneindig. Die formule hierbo (5.1.1) is 'n
herbevestiging hiervan want, hm vartM (X)) = 0 en E(M,(X))) = 0%n . Daar sal op gelet
word dat in hierdie geval die nulsein vekry word, die rede hiervoor is dat aanvaar is dat die
mtreesein die nulsen 1s en dat geraas simmetnes om nul verdeel 1s.

ULk -

E(U L (X)) = <0.0499
EUU L (X)) )= 00523800
vartU' Lo(x)) = 00523809 — 0. 00249% . = 0 O498R80952

0S%UL+LLY

fosatcerun) =(r+ 0510324 < 163" )+ 0.5(v+ 05):(-64}'—48_;':)0
(r+ 05 (=21 + 320+ 3607 )+ 133+ 0.5)'(32 4 T2y)+
W+ 05 K -24y)+ L 4y +0.5)"(-24)

En as daar na die vonge werk gekyk word wat LULU gladstrykers betref as gevolg daarvan
dat beide geraas en 0. S(LU+UL) se verdelings simmetnies om nul 1s, volg dat:

vartO.S(LE « ULy =2 I Vo st pnnl vy

o4

= 004365  na aansienhike vereenvoudiging
Wat hier opgelet moet word, 1s dat div gladstryker heclwat beter as vergelvkbare mediaan
gladstrykers doen

Die eksphsiete berekening van dic vanansie in die geval 1s baie moeilik en daar word om hierdie
rede van 'n benadenng gebrulk gemaak.

Die benadering wat gebruik word, 1s as volg:

S hyvifun(y) waar h die intervallengte 1s vir ‘'n gepaste simmetriese interval op die
Bi-latfunksie, en die som oor die interval wat gekies 15, geskied, y is die waarde by die
onderskeie intervalpunte en fu o (v) 18 die coreenstemmende waardes van die wdf. van die
uittreeverdeling van die gladstryker W met intree X, waar X 'n B3-latfunksie verdeling het. Met
'n eenvoudige program kan die vanansies dan benader word met die volgende res::!:ate (sien
bylae vir programme):
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As die bostaande resultate now almal op n grahiek sangedus word, sal dit as volg Ivk

Varansices van W aing

Dre grafick van dic wdt. van M (v, MO0 M (v en Mgiy) se uittree, Ivk as volg

/. M \ 1M1 \

- 4

Op die grahek Kan ook gesien word hoe naby M (v) en Meiy) se wittree wdl aan mekaar

e ed »

Varansees van sehere gladsiryhers s¢ uupreeverdelings wn dic geval waar SCrdds ve rdeed s

S q 4
vanansic | standaardalwyking |
' ’ ) 1
M () 4456/ () HOUN |
M () va7 HERARY
! 1 ' 1
M () 3870 06220/

n Algemene benaderde tormule Kan, deur numenese integrasie, vir die vanansie van die utttree
van M. met intree die stogastiese veranderhke X wat normaaltQ). 1) verdeel is. bepaal word en

1S AN \"':3 | 24

vartMUX e —5%— pn=1,15
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5.2 Vergelyki ' lineé tesfinedre flter

In die afdeling word die vraag gestel of 'n lineére filter geraas beter as 'n nie-lineére filter
verwyder al dan mie. Daar word luer direk verwys na werk wat deur E. Ataman, V. K.Aatre en
K.M.Wong [12]gedoen is.

Die filters wat gaan vergelyk word, is die mediaanfilter (nie-lineér) en 'n Hanningfilter (lineér).
Die mediaan filter wat gebruik gaan word, is M| soos hierbo bespreek en die Hanning filter
wat gebruik gaan word, s 'n  dnepunt-Hanning-filter met  uittree
hix,)=025x,., +05x, +025x,,, .

Die driepurit-Hanning-filter word gebruik aangesien M| ook 'n driepuntfilter is en dit  nie
vergesog i1s om die twee filters te vergelyk me

In die gevallestudie word ook aanvaar dat die witgestuurde sein die nulsein is. Daar word dan
gekyk na ‘n uvittreksel van dne datapunte, gestel x,,x,, x,.;, waar al dne punte deur Gaussiese
geraas besmet is en een van die punte se v, boonop impulsiewe geraas met amplitude, gestel
A, bevat.

Bogenoemde persone het getoon dat, waar die amphitude van die impulsiewe geraas 0, is die
twee filters byna ewe goed vaar wat betref vanansie soos hierbo bespreek. Dit dui dus daarop
dat gausiese geraas byna ewe goed deur alber filters verwyder word. Resultate wat hulle gekry
het ten opsigte van dic mediaan, stem baie ooreen met di¢ verkry hierbo.

Die groot verskil tussen die twee filters, is dat sodra die amplitude van die impulsiewe geraas
toeneem, die nie-lineére filter aansienhik beter doen as die lineére filter. Om presies te wees is
dic lincére filter se verdelingsvanansic ‘n toenemende kurwe, terwyl die mediaan se
verdelingsvanansickurwe afplat soos A toeneem (teonemende impulsiewe geraas)

Die volgende grafiek illustreer by

o

0}, =uittreevariansie van M|

0} =uittreevaniansie van bg. Hanningfilter
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In vorige afdelings is filters bespreek wat heelwat beter geraas verwyder as die mediaan en die
moontlikheid bestaan dat so ‘n filter self beter Gausiese-geraas sal verwyder as sé bv. 'n
Hanningfilter. Wat die afdeling dus beklemtoon, 1s dat nic-lineére filters Gausiese-geraas op
sigself baie goed verwyder (bo en behaiwe impulsiewe geraas) en dit dus in meeste gevalle nie
ncdig is om 'n lineére filter, na nie-lineére filtering, toe te pas nie.



Stellenbosch University https://scholar.sun.ac.za

bl.75

Afdeling 6

QOpsomming
Hoewel nie-lineére gladstrykers 'n groot gaping in die gladstrykingsproses gevul het, was die
vergelyking van sogenaamde gladstrykers ‘n moeilike en min besproke onderwerp.

Heelwat van di¢ gladstrykers is gevolglik geredelik aanvaar op grond van intuitiewe gevoel,
wesenlike resultate gelewer en "Monte Carlo” vergelykingsprosesse.

In die Tesis is daar gekyk na 'n onderlinge vergelykingsproses, wat statisties van aard is, en
daar is op die wyse 'n vergelyk tussen die meer algemeen bekende nie-lineére gladstrykers
getref.

Voordat die vergelykingsproses behandel 1s, is daar begin deur die vorm van gedagtes sodat 'n
raamwerk geskep kan word waanin lineére- en nie-lineére filters gedefinicer en vergelyk kan
word. ‘n Onderskeid 1s getref deur na twee vertrekpunte te kyk, nl. sein as een vertrekpunt en
geraas as 'n ander vertrekpunt.

Dit is opgemerk dat lineére filters vergelykbaar 1s, veral in 'n vektorraamwerk. Die filters het
egter tekortkominge wat uitgewys is, nl.
- skerp veranderings, wat sein kan wees, word in baie gevalle as geraas beskou en
gevolghk gedeeltelik of in geheel verwyder,
- impulsiewe gedrag word nie verwyder, net afgeplat en verbreed.

Nie-lincére filters is as ‘n opsic aangedui om van die tekortkominge ‘¢ ocorbrug. Hierdie
gladstrykers verwyder impulsiewe geraas goed, beter as lineere filters. Nie-lineére
Gladstrykers is egter nie bevredigend in 'n vektorraamwerk vergelykbaar nie.

Aangesien nie-lineére gladstrykers in die algemeen baie effektief is in die verwyder van
impulsiewe geraas, is daar 'n vergelyk getref in terme van hulle verwydeningsvermoé ten
cosigte van "goedgezarde geraas” .

‘n Statistiese vergelykingsmetode, soos voorheen genoem, ten opsigie van “"goedgeaarde
geraas” is uitgewys om nie-lincére gladstrykers met mekaar te vergelyk. Dit is slegs 'n enkele
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manier om vergelykings te tref. Daar bestaan heel moontlik ander maniere wat beter resultate

sal lewer.

‘n Stel aanames is gemaak om vergelyking te vergemaklik. Daar is onder andere aangeneem
dat:
- die intreesein die nulsein is;

- geraas in die vorm van 'n bekende nie-skewe verdeling is.

Die meer algemeen bekende gladstrykers is uitgewys, met van hulle eienskappe.

Daar is ook gekyk na 'n stei oorspronkiike nie-lineére gladstrykers wat onsimmetries van
aard is nl. die LULU-operatore:
- die operatore is indempotent |
- die mediaanoperator word tussen die twee onsimmetriese operatore vasgevang ;
- herhaaldelike toepassings van die operator is onnodig ;
- enige lineére kombinasie van die twee operatore, LU en UL, kan gebruik word, na
gelang van die skeefheid van die verdeling van die geraas.

Die vergelykingsproses het na voormeide bespreking gevolg en daar is begin deur te kyk na

die bekendste van die nie-lineére gladstrykers, nl. die mediaan operator. Van die graficke kan
'n duidelike en vinnige verbetering by die mediaan operatore, M| — M., waargeneem word.
Die rede hiervoor is dat A, vir n groot, 'n groter deel van die ontvangde data as geraas
beskou en gevolglik vaar so 'n operator beter (in die vergelykingsraamwerk ).

Daaropvolgend is daar na die operator M7 (herhaaldelike toepassing van die mediaan-
operator) gekyk:

- aangesien daar sprake van afhanklikheid is, en die metode wat by M} gevolg is nie
gebruik kan word nie is, daar van voorwaardelike stogastiese verr nderlikes gebruik
gemaak om die uittreeverdelings van die operatore te bepaal,;

- 'n vinnige verbetering vanaf M| — M| kan waargeneem word, waama die
verbetering baie gering is;

- die verbetering vergelyk met artikels wat vinnige konvergensie van die gladstrykers

aantoon.
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Die rekursiewe mediaar is ook behandel en 'n eksplisiete resultaat is verkry vir die
uittreeverdeling van die operator. Uit die grafieke en as gevolg van die vinnige konvergensie
van M7, is opgemerk dat dié operator vergelykbaar is met M7 . Dit wil voorkom of dié
operatore identiese uittreeverdelings lewer.

Daar is ook gekyk na dic operator M| M} wat deur Tukey voorgestel is:
- die operator is vergelyk met MMM ;
- van belang is dat M| M} aansienlik beter vaar as M}M| (in terme van die
vergelykingsproses). Dit wil voorkom asof A3 M| slegs 'n geringe verbetering
ten opsigte van M} lewer.
- In teenstelling hiermee lewer M| M} 'n aansienlike verbetering ten opsigte van M3 ;

- dit is dus van belang dat, indien kombinasies van operatore gebruik word, die
volgorde in ag geneem word.

Van helang by al die operatore is dat die keuse van 'n operator nie slegs gegrond moet wees
op die resultate wat uit die uittreeverdelings verkry is nie, maar dat eienskappe van die
geraas en sein (indien moonthk) in ag geneem word en 'n keuse daarvolgens gemaak word.

‘n Groot deel van dic werk 1s gewy aan die bepaal van die uittreeverdelings van die
LULU-operatore.
- Die verdeling van die uittree van U, en L) , virn=1,23 is bepaal en hieruit is 'n
moontlike algemene uittreeverdeling vir U] en L} viralle n=1,23... , afgelei.
- Die gesamentlike verdeling van L| U} en UL} is bepaal, waaruit die
uittreeverdelings van die volgende bepaal is:
UL
-[_: U{
en0.5«(UIL, +LIU}).
- Daar is waargeneem dat die LULU-operatore in statistiese terme vergelykende
resultate lewer as hulle met die ander behandelde operatore vergelyk word.

In afdeling 5 is die uittreevariansies van bg verdelings bereken. Die resultate staaf wat uit
die grafieke afgelei is.

Laastens is daar 'n vergelyking gemaak tussen 'n lineére filter(Hanning filter) en ‘n nie-lineére
gladstryker (Mediaan M| ). Die vergelyking is op 'n soortgelyke statistiese metode, soos
voorheen uiteengesit, gedoen:
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- indien daar impulsiewe geraas voorkom, is gevind dat die nie-lineére gladstryker
aansienlik beter resultate lewer as die lineére filter;

- selfs sonder impnisiewe geraas en slegs Gausiese geraas, lewer die nie-lineére
gladstryker vergelykbare goeie resultate met die lineére filter;

- Uit die graficke en resultate voorheen verskaf, kan afgelei word dat die
LULU-operatore beter resultate as bogenoemde lineére filter sal lewer, met of
sonder impulsicwe geraas,

- die belang van bg. resultate 1é daann dat die toepassing van filtrering nie altyd nodig
is nadat gladstryking voltooi is nie.

Al die bg. gladstrykers is maklik op 'n re\enaar toepasbaar en die berekening van uittreepunte
geskied baie vinnig deur van die medium gebruik te maak

As laaste gedagte kan die volgende van gladstrykers gesé word:
- die gladstrykers lewer goeie resultate in die verwydering van impulsiewe geraas;
- maklik toepasbaar,
- uitstekende pre-filters;
- sommige van die gladsstrykers, athangend van die intreegeras« en intreesein, is
effektief in die verwydering van goedgeaarde-geraas en hoef g ulglik nie deur 'n
filter gevolg te word nie.

Yerdere studic

1) Die uittreeverdelings is bepaal onder die aanname dat die intreesein die nulsein is en
dat geraas simmetries van aard is.
- Al die bostaande werk kan ook gedoen word, op 'n soortgelyke wyse, aeur te kyk
na verskillende intreesein-moontlikhede.
- 'n Eerste opsie is om die intreesein as stygend of dalend t¢ neum.
-Dit wil egter voorkom of die resultate nie ver van bostaande sal verskil nie.

- Tweedens kan daar moontlik gekyk word na n-monotone sein komponente of
selfs kwadratiese of hoér orde intreescine.



2)

3)
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-Ingewikkelder seine lei natuurlik tot meer gekompliseerde berekenings.

-Skeef-verdeelde geraas kan ook beskou word.
-Hier sal die LULU -operatore UL en LU, athangend van hoe die geraas verdeel
is, skeef na links of regs, logies beter resultate lewer as gewone
mediaangladstrykers, spesifick as gevolg van die LULU-operatore se

Die bepaal van Aic vittreeverdelings van hoér-orde gladstrykers , bedoc'ende twee- en
meer-dim _nsionee!, kan ook nagevors word. Die eienskappe van die gladstrykers
(twee- en meer-dimensioneei ) vo - kil egter van die gewone eendimensionele geval.
Die mediaangladstryker is byvoorbeeld nie tussen die LUL U-operatore geleé nie.
Daar kan dus resultate verwag wo. |, wat verskil van bostaznde.

Daar kan ook gekyk word na verskillende vergelykingsprosesse.

I *astens kan daar na ander moontlikhede van onsimmetriese operatcre gekyk word
wat vergelyk kan word met die LULU-operatore.
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Bylae A
Programme

Daar is 'n totaal van dne programma ingesluit nl tsl,1s2 en ts3. Kortliks is elkeen van die
programme gebruik vir die volgende:

tsl:

Dat is die hoofprogram en 1s gebruik vir die plot van die wdf. van bg. en nog 'n paar ander
gladstrykers se wdf. Die wdf van die gladstrykers word voledig in die program gegee en
genoem. Vir Dié wat belangstel in die w.d f van die g'adstrykers kan aan die einde van die
program al die nodige kry. Bogenoemde program is ook gebruik vir die plot van die
histogramme van die mediaan en LULLU gladstrykers. Die histogramme 1s gebruik om te
verificer dat die w.d.f korrek 1s. Alhoewel die program slegs die histogramme na bg. twee
gladstrykers bepaal, is al die wdf. wat in die program ingesluit 1s, deur histogramme getoets.

s,

Hierdie program word gebruik om die fisiese werking van die LULU en mediaangladstrykers
op uniforme geraas aan te du. Die program 1s baie handig in die verstaan van die werking
van gladstrvkers en di¢ wat 'n beter idee wil skep van bg. werk, kan gerus die program intik
en uitvoer

1s3:

Die program is gebruik in die benadening van die vanansies van sekere stogastiese
veranderhikes wat in die tesis bespreek is,
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program ts2 [plot van die werking van operatore op uniforme geraas| .

crt, graph.

var

cdy8  imteger;
<h : char;
vl y2 35453647 - real;

¥ : longint,

whilbetswl w2t - array[0 80] of real.

begin
x[0] -~ O;
afl) =0
xf2) =0,
a3} =0
afd] =0
x[5] = 0.
x[6] =0,
bl0] = O;
bi1] =0
b{2] = O
bi3) = 0
bi4] .~ 0,
yl>=0;
yi:=0;
yl=0;
yd o= 0
yi=0;
v o= 0;
¥ =0
vR =0,

begin

x[v] = random-0.5;

if y = 25 ther x[y] = x[y}-4;
hiy-3] == (x[y-2]* x[y-3]*x[y-4])3

if x{y-2] < x[y-1] then y| := x[y-2] else ¥1 == x[y-1]:
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if 8[y-2] < xfy) then ¥2 == afy-2] else y2 -

if x[y-1] < t]y] then ¥3 = x[y-1] else y3
ifyl > y2 then y4 = v1 else y4 = ¥2,
if y4 > 43 then v5 = yd else v§ =y 3,
bi0] = b{1].

b1} = b2)

bf2] = bi3].

bi3] =~ b{4].

bl4] = y3.

wify-3] = b2,

w2{y-3] = bl2]).

if b[2] <= x{y-3] then

begmn

i b[3] > bl2) then wi[y-3] == b{3] else wi[y-3] = b{2].
i (b[2] > bl 1] yand (B[0] > b{1]) then wi[y-3] = b{2] else wi[y-3] == wi[y-3];
i B{1] < b[2] then w2{y-3] = bii] clse w2[y-3] == b{2],
if (b]2] <= bi3]) and (b{4] < bj3]) then w2[y-3] = b[2] clse w2[y-3] -~ w2[y-3]:

end.

Hy-3] o= 0.5%wi|y-3]+w2]y-3])

W aly-5] < x]y-4] then y | = x[v-5| else y1 = xfy-4],
if x[y-4] < x[y-3] then y2 = x[y4] else ¥2 = afy-3]
i x[v-3] < x|y-2] then ¥3 = x[y-3] else y3 = a]y-2].

ifyl > y2 then yd = vl else y4 = y2.
if yd > yithen v8§ = vl else v§ = v 3,

ifxf - < ‘wv-3}thenyl = x|y-4] else y1 = x[y-3].
if 5 9-3] < yy-2] then y2 *» a[y-3] else y2 = x[y-2]
i x[y-2] < x{y-1] thea ¥3 = x[y-2] else y3 = x{v-1],

if y1 = y2 then yd = y1 che yd = ¥2,
if y4 > y3 then y6 = yd clse v5 == ¥3,

Ayl
Ayl

if 8 < y6 then 17]y-3] = ¥5 else (7[y-3) = y6.

i x[y-5] > xjy-4] then y1 = x[v-5] else y | = x[y-4].
if afy-4] - x[y-3] then y2 .~ x[v-4] clse ¥2 = x]y-3];
il x[y-3] > x[y-2] then y3 = x[v-3] else y3 = x[y-2].

ifyl < y2 then y4 = y1 clse y4 = y2,
if y4 < y3 then y§ = yd clse yS = y3.

if x[v-4] > x|yv-3) then v1 = x[y-4] else y| = xly-3}
if xy-3] > x[y-2] then y2 = x[y-3] else ¥2 =~ x|y-2].
if x{y-2] > x|y-1] then y3 = x[y-2] else ¥3 = x|y-1]),

iyl < vl then y4 - v else y4 = y2,
if y4 < y3 then y6 = v4 else y6 = y3;

i ¥S > y6 then 16[y-3] = y5 else 6[y-3] == y6;

ely-3] -~ 0.5%6[y-3]07[y-3) ;

if y >= 20 then
begin

setcolor( S).

line(yR& round(b[ 1]*100)+ 300,y8 « 20,round(b[{2]* 100+ 300);

y8 = yR+20,
end;
mne(y)

end.
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bl.89

While v <= 80 do

bhegin

setoolorn §),

Iinety S roundiw I [y-4)* 100)-300,y8- 20 roundiw | [v-3]*100)+ 300);

setwcolon S);
line(y8 roundi{w2[v-4]* 100)= 300 v 8« 20 round(w 2{y-3)* 1 00)= 300);

setcolon Sy,
lineiy 8 round(1[y-4]* 100 )+ 300 8 « 20, round(1{y-3]* 100)+ 300},
yB = yR+20;
nciy)
end,
ch :» readkey,
while ch <> 20 do
begin
ch =~ readkey:
end.

clrscr,

y ™~ 20,

yR =0,
while v <~ 80 do
begin

setcolor4),
Imed v 8 round(td] v -4 ]* 1 00)+ 300,y 8+ 20 round(16{y-3 |* 100)+ 300);

setcolor(4),
linet y8 cound(17] y -4 |* 100)+ 300,y 8+ 20, round(t7[y-3]* 100} 300);

.eteolor(4),
line(y8 round(e[y-4]* 100+ 300,v" 20 roundie{y-3]* 100)+ 300);

yA =y + 20;
mely)
end;

ch = readkey.
while ch <> #0 do
begin
ch = readkey:
end;

clrser;

y =K

vE =0,
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while y <= 80 do
begin
selcolor 2);
linedy € round(x[y-4]#100)- 300,y 8+ 20, round( x[y-3]* 100+ 300).

vE - yR-20;
ncly)
end,

ch = readkey,
while ch <> 10 do
begimn
¢h == readkey;
end,
chrser,;

y = 20,

v8 = 0,

while v <= R0 do
begin

setcolorn 10),
'W'MH)'JI'IWPm.y‘l-.:!,._nwu’_]lo 100)+ 300,

y8 = y&e 20,
ety )
end;
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program ts3 | variansiebenadering van die verdelingfunksies
van sekere nie-liniere operatore};
uses

graph:

var
h,ih,x.m.f.f] : real;
p.l @ integer;

begin

p = 40;

h:=3p;

m = 0

for1:= 110 pdo

{1 is die wdf van ‘n B-latfunksie en f1 1s die vf van 'n B-latfunksie|
begin

ith == «(3/2)+1*h;

x := th;

if (x>=-1.5)and (x <= -0.5) then
hegin

f:=0.5%x+1.5)%x+1.5);

fl = ((x+1.5)%(x+1.5)%(x+1.5))6;
end;

if (0.5 < x) and (x <= 0.5) then

begin

f:=0.5%3/2-2*x*x);

fl = {13y x*x*x+( 18 4)*x+0.5;

end;

if (0.5 < x) and {x <= 1.5) then

begin

fo=05%x-1.5)%x-1.5)

fl =1+ ((x-3/2)%(x-32)%(x-32))6,

end;

m = m -+ X X (-1 (141 ) (421 23511 * 11 * - 2*11 *i-D)*(2*F1 *11-f1* 1 *f1))
((1-F1+11*£1)*(1-f1+11*1))); |{nie-liniere operator se wdf)

writeln (m);
mﬁ.

end.
end,
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Bylac B
Latfunksic

Daar is voorheen verwys na die B-spline of latfunksie en sy aanloop na die Normaal- of
Gaussiese verdeling. In hierdic bylae gaan dit behandel word.

Definisie d.1

JAx)= | Aupl™ du, die Fourier integraal van f

Definisic d.2
g = f fv)g(x = v)dy, die konvolusie van f met g.
Definisic 4.3
a) Al(x)= {10 121?)
b) Ak = C(A], 4k~ 1)
Lemma d.1
I Jg=)C(1.2) indien die hinkerkunt bestaan.
Stelling d.1
JAN(x) = #sin % = W(x) en JAk(x) = ¥ (x)

Stelling d.2

Ak(x) = ‘: :): ,waar ¥, = {§ W0} ( Sdie sentrale verskiloperator).
Dcfinisie d.4

Bk(x) = Ak(x - %)
Stelling d.3

Bk = 7 By (-t
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Stelling d.4

%3(‘ * IMx) = Bk(x) ~ Bk(x~ 1)
Stelling 4.

[ Bhk(x)dx = |

Opmerking

ch BJTMﬁmksuc = Bkix) k=1
e Flmfama\'adclmg = Bl(x).
en die Normaziverdeling -‘Iim Bk(x).
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