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�������
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������� ����� ���� ��� ��� � �� ��	 ����� ������� ���� ��� ������� �����

* ��
 ����� �����	
 ��� �	 ���� ��	�
���	
 )� ���
� �� �	 ������

��	��������� ��!���� �	�
��� * �	
������ � �� ���� ��	��� �
����� ���

�	���
� �	 ���� �	
�+� �
� ���� �
 �� ,--� �
 �
�
 �	
�+� �
� ����

��
 ��
 ) �������� �
�	 	
 	� �� ������� �	�!� ��
 �� �����	
 ��

��� �	
�������� * ��
 �	 ���� �	� ��� �	
�+����
�
� ,-- ����

	����� �
� )���� �� �"���� ,--�

�� ��	 !	�� �!�	���
� ���#� ��
 �	
�������
� � ���� �� ��		��
�

� ��	�� "����	
 �� �
� ���!�
�
� �
 ����	����� �������
� ������	
�



������� �	 �
����� �������� ��

��� �������	
 �������	 �������� �� �� ������ ����� ������	 ���� ������

��� �����

������� ����	
��	�� � ������ 	
��

� �����	 �����	���� ���������	 �������� ���� �� ���� � �	������ ���

����� ��� ��� ����	�	
 ���� ������� ��� ���� ������ �� ��� �� 	�� �

��� ����� �	 ��� ���� � � ��	��� ������	 ���� ��� �� 	�� �� ���	 �����

�	� �� �� �	��	
 ��� ������	 ���� ��!���� ��� ���� �	 ��� 	�� ���

�"����!���� #������ ��� ������	 ���� ��$������ �	���� �������	 �%&� ��

����	 �� ��� ������ '��!�� ���	 �� ��!� �	��	��� ��	������ �� �� ���

���� ���� �	��	��� '((� �� 	��� � �	� ���� ����������

��� ���� ��� ��� �� 	�� �� 	� ��!���� ������	
 � ��� ������	

����	 �	� ������ �	� ���� 	���� ��� ���� ������ �	�� ��� ����������

������	 �� ���� ���� 	�� �	��� 	 ������� ������ ��	 �� ����� � ���� 	��

��� 	� �� ����� �� 	� � ��� � ��� �����	
 �	����	� ��� ���)

%� ��� ��� ���� ��	�� �	 � 	�� ���	
 � ��� ���� ����� �	� 	 �������

������ ��	 �� �����

�� � ��	���� �������	 ��	� *(+,- �� 	������ ���	���	�� ����
��

�� ��� ��� 	��� � ��� ���� � �	���� ���� ��� ���� ��� 	� �����

� �������� �� � ����� ������� �	 � 	�� �	���	�	
 ����� ���� ��	��

���	 ��� (+, ��� ����� ���� 	� �� �����

�� ��� ���� ����� ��	
 ��� ������	� �	 ��� ������	 ��� �� ��� 	�� ���

����	
 � ��� ����	 �������	
 �������	 ����� ���� � ����	 ��������

η� �	 ���� ���� max
q

[Δ
(q)
DL(S)] < η ����� Δ

(q)
DL(S) �� ��� �������	


�������	 � 	�� S 
�!�	 ������	 q�

������� ����	�� ��	

��� ���� ������ �� � �	������ � ������	 ��� ���� �����	
������ ������	

��� ����� ��	�	�����	 ������ ���� ���� ���� �� � �
������ ������� �	��$��

�	� ��.� ��� � ����� ���	
�



������� �	 �
����� �������� ��

��� �� ������ �� 	�
� ���� � �	� �������� �������

x = (x1, x2, . . . , xd), �������

�	��� xi �� � �������� �� �������� 
�������� �� �� �������� �� ��������

� ��� �� �������� �	�� ����� ��� ��� �	� ������� ��������� !	�� �������

��� �� ���� ��� �� �	� �������� ��� �� �������� Q� "� ������� �� ��

��������

�� #��	 ������� ������ �	� 
���� �� �� �� �� �	� 
�������� � �	�

����� !	��� �������� ��� ������ ���	
���� �� ���
� ���������

�� �� xi �� �������� �� �� ������ 
����� ���� �	� ���
{

c1, c2, . . . , ck

}
$

Q ������ ��� �������� � �	� �����
{
�� xi ∈ S%

}
�	��� S �� ��

� ������ ��
{

c1, c2, . . . , ck

}
�� �� xi �� � �������� 
�������$ Q ������� ��� �	� �������� � �	� �����{

�� xi ≤ c%
}
��� c ∈ (−∞,∞)

!	� �������� �������� � ������� � ���
� ������ �� �� � �&���

���� '�������� �	�� �� �� �	� ����$ ���� �	��� �� �� � &��� ��� �� ������

����� "� �� ��� �	� ������� ������ �	��	 ������ � �	� ������ �����

� �������� �� �� ������ �	� ����� �� �������� �
� ����	��� (���

�� 	�
� � ���������� �� �	� �������$ �� �� ������ � ������� ��� �	��	

����� ������ ����� ������&���� ��������� '�� �)�����$ � �����	 ���������

�� �� ������ ������� ���	 �� ���� ����� �� �������
�� ��� �	� ������� ����

�� ���� �� ������ 	�� ����� ��� ������� ��� ��$ ������� �� �	� ����*���
�

����� �� �	� ���� ������ �������� #��	 ������� �� ����� �� ���	 �������

���� �� �	� ������� �	�� ���� ������ �	� ���� �� ���������

������� �������	
 ��������

! ������ �� ����� �
������ �	� ����� �������� �� ���	 ������� ��

������ �	� ������� ���	 �	� 	��	��� ����� �������� ��� �	� ��������



������� �	 �
����� �������� ��

����������	
� ��	�	 � �� ���
	 	������ �	����	�	�� ��� ��������� ���

�������� ���� �� �������� �� �	 �		� �� ��	 � 
�	
���� ��� ��
����

���	����

��	�	 ��	 ������ ��
���� ���	��� ���� ��� �	 ��	� ��� ���������

����������� ��� �	 ��	� ��	 ����� �	������� �	����  ���! ���	�

��� �� �	����	� � "##$� %�	� ��
���� ���	 S ��� &�	���� q ��� ���	�

Sq+ ��� Sq−� ��	 �����	 � ���	
 �	������� 
	����  ��! �

Δ
(q)
DL(S) =

1

2

{
Γ(Sq+) log |Σ(Sq+)| + Γ(Sq−) log |Σ(Sq−)|

− Γ(S) log |Σ(S)|
}

+ K log Γ(S0),  '�(�(!

��	�	 ��	 ������
��	� ����	 ��������� �� 	��� ���	 � Γ(∗)� ��	 ��	��

����
�� �� ��	 �	����	 �	���� � K� Σ(∗) � ��	 ��������	 ����) �� 	���

���	 ��� S0 �	���	� ��	 ���� ���	 �� ��	 �	���� ��		�

%	 ��� �	���	 *&� '�(�( ��

Δ
(q)
DL(S) = Δ

(q)
Likelihood(S) + Threshold,  '�(�'!

��	�	

Δ
(q)
Likelihood(S) =

1

2

{
Γ(Sq+) log |Σ(Sq+)| + Γ(Sq−) log |Σ(Sq−)|

− Γ(S) log |Σ(S)|
}

 '�(�#!

Threshold =K log Γ(S0).  '�(�+!

��� �������� 	
������

����� �����	�
�

,�������
 �������	 ���	
� ��	 �� ���	��� �� ���	
 ��	 ���	�
��� 
��

����� ��	���	�� ����� � ��		�� ��� ��	 ��� � ���� �	��	��	� ��	

���������	��

�	� W �	 � �	&�	��	 �� ����� ���� � ��	� ������
��� �� � -)	� �.	�

��	� ��

W = w1, w2, . . . , wn.  '�'�/!



������� �	 �
����� �������� ��

P (W|X) �� ��� ���	
	����� ��
� ��� ��� �������� W 
� ������ �� ���

�������� �� 
������� ��
����� X 
� �	������� �� 
�� ��� ���� ��� ���
���

������
��� � ���� ��� ��� ���� ������ ��� ������ Ŵ 	� ������ ���

������� ���	
	����� ��� P (W|X)� ���� ���� ��
� ��
� � ���� ���� ��

�������� ����� �����	�� ��� ���������

Ŵ = arg max
W

P (W|X) ����� !

���� ���� ����� �� 	� 
� 
����� �������	�� �
��� 	�� ������� � �
� ���


 �
���
�� ����� �� ������ ��� ��
��� ��
��� �� � ������ "�� ���� �����

#
���$ ������
�

P (W|X) =
P (W)P (X|W)

P (X)
������!

%� P (W) �� ��� ���	
	����� ��
� ��� ��� �������� W �� ������ 
��

P (X|W) �� ��� ���	
	����� ��
� � ��� �	����� ��� 
������� �
�
 X ���

W �� ������� P (X) �� ��� 
���
�� ���	
	����� ��
� X ��� 	� �	�������

���� ���	
	����� ���
��� �����
�� ���������� ��� ��
���� �� � ���� ����

�� ��� ��� �
&���� �
��� ��� P (W)P (X|W)� ���� ��
�� � �
� ������

"�� ���� 
�

Ŵ = arg max
W

P (W)P (X|W). �����'!

��� P (W) ���� �� ���� ��� �
���
�� ����� 	������ ������� (������


 �
���
�� ����� ���� ���	
	����� �� ���
� ��� �
�� W� ����� 
�� ��� ��)

������� 
�� ���
��� ���	
	��� ���� �� ��� ��� �
�� �� ��
� ���� 
�����
������

	��
��� � ��� ��
� ����
�� ��������� 
�� ���� ������ �� 	� ������� 
��

���� 
�� ��� �����	�� �� �&������� �����	
	��� *������� 
	��� �����	��

��������� ����� �� �� ������
�� �����	
	�� ��������� 
�� ������ ��� ���	��

�� ���������� ��
� ���� �� 	� �����������

+ �
���
�� ����� �
� 	� ���� �� ������ ���)����� �
��� 	� ����������


� %)	��� ���� ��
� 
� �����
��� 	� 
 ����������� ���� ��� ��� �������

����������� ������ 	�� ���� ������� 
����
��� ,�� ��� �
���
�� ����� ��

�
�� 
 �������
�� �-��� � ���� ���� 
 �
��� �
��� ��� % ������
��� ���
���

��
� .//! �� �����
�� ��� ���	
	����� ��
� ��� ���� ����
��� ��� ������� 
�)

����



������� �	 �
����� �������� ��

������� �		���
� �� �� ��� � �������� ����� ���� 
��������� ������

��� ��
������� ��� ����
�� ��� ����
� �	�
�� �� ��� ���� ����� ���� ���� ���

	���� ��
�������� �

���
� ��� �	��� ���� � ���� ������� �������� �����

�� ���� ���� ��� ���� �� ��
� ��
����� 	����  �� ��� ��� �! ��
� ����� !��

�"��	��# ��� ��
������� ���� ��� 
������ ������� ��� ��� �������� �����

�� $�� P (wt+1|w1 . . . wt)� �� �%�
� ��� ��
������� ���� ��� �������� �����

&�������� ����
� �� 
��������� ����
� ��� ����
� �	�
��

'��� 
������� ���� ����� �		���
��� ��� ��	����� ��� ��� ��
�������

���� � ���	�� ������� ������ ��
�������� ��� � ���� 
��	��" ������� ��

������� ��� (����� ���� ���� ��� ��������� �)*��

����� �����	
���

'��� ���� �� ���� ��� P (W) ���� ��� ���� �"	������ ��� �� ���� ����

������� ��� ���� ���������� ����� ����� ��� �		���
��� ����� ��� ����

!�� � ����� �������� �������� �! ���� ��+���
�� !��� ���
� ��� ����� ��


������
����

������� n����	


n������ ��� �� !�� ��� ���� 
������� ���� ��� �������� �		���
�� n�

����� ����� �������� �� � '��&� ����
� �! ����� n−1  P (wt+1|wt−(n−1), . . . , wt)#�

'��� 
������� n = 3 �� ���� ���� � ����� �������� 
��	��  �������� �!

�����# �� ��������� ��� ��������� n = 2 �� ������� ,�� ���� � ����� ������

��� 
��	��� ����� �� ����� � �������� �! ����� �� �� ��� ������ �� ���	�� ���

��"���� ��&������� ���������� !��� 
����� !�� ��� n����� 	�������������

-��� ��� 	���� �� �� ��� 
��� ���� .����!��� �)�� ���& �� �"������� �����

�������� 
��	��� !��� ����	�	�� ����
���  /* ������� �����# ��� �������

��� ��������� � ����� �! ��� ��� ��� ����
��� !��� ��� ���� ����
� �������

������ �������� ��� ��� ��� ��0����� �! ��� ������� �������� �

�����

���� ��
��

-���� ��� ���� ���� �� 
����� ���� �
��
��� ���� ��� ������� ����

�"	������ 1�������� ��
���+��� ��
� �� 2����-����� ���
������� ��/� ���



������� �	 �
����� �������� ��

���� �� ����	
 ���� 
�
���� ����������� �� �
� n�	���� ���
 �� �� ��� 
����

���
 �
 ��� ����
�
	 ����� �����
	 �� �� ����� ����� n�	���� �
 ������� ����

���� �� ��� �������
	 �� ! ���� �������� �����

� ��������	
� �	���
�	
��

"
 ����� �� 	�� � ���� �������� ������� �� ��� ������������� ����������

���� �
���#��
� n�	����� �� ��#���� � �������
	 ����
�#��� "
 ����
��

��� n�	���� ��� ������� �
�� 	����� ����
��
	 �
 ����� ���#��
�� ��

�������
�� �
 ��� ����
�
	 ���� �
 ����� �� ������ ��� ���������

�������
	 �� n�	��� ���#��
���

$�� %����$���
	 �������� ����� �� ���� �
� n�	��� ���� ������ c

������ ������ �� ������� �� �
 n�	��� ���� ������ c∗ �����&

c∗ = (c + 1)
Nc+1

Nc

'(�(�)*

����� Nc �� ��� 
����� �� n�	���� ���� ����� c ����� �
 ��� �����

$�� ����������� ��� �
 n�	��� a ���� c ���
�� �� 
��&

P (a) =
c∗

N
'(�(�+*

"� �� �������
� �� 
����� ���� N =
∞∑

c=0

c∗Nc� ����� �� �#��� �� ���

���	�
�� 
����� �� ���
�� �
 ��� �����������
�

� ���� ������	
��

��� �������
	 �� �
 �,��
���
 �� ��� ���� ����
� %����$���
	 ����

���
��
	 �
� �����
�� ��� ��	��������� ������ ���� ����������� ����

���� ��� �������
	 �,��
�� ��� %����$���
	 �������� ��� 
�
���

��	��� ���
�� �
 ��� �������
	 ���&

R∗(wi−1wi) =

{
dcc �� c > 0

α(wi−1)P (wi) �� c = 0

����� R∗ �� ��� ��������� ����������� ��� ���� ��#��
�� wi−1wi� c

�� ��� 
����� �� ����� ���� n�	��� wi−1wi ������� �
� dc ≈ c∗
c
�
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����� �������� ��

������� ��	�
� ����� 
�� ��������� ���� ��� �
��� dc 
�� ���� ���

	�
� ����� 
�� 
���	��� 
 �
�� ����� �� 
 ������
���� �� 
� ��
��

��
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C(wi−1wi)/C(wi−1) �� c > k

dcC(wi−1wi)/C(wi−1) �� k ≥ c > 0

α(wi−1)P (wi) �� c = 0
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1 ��
��� ������ ������� 
	��� �� ���������� �� +���� 2�� ��� ���� x

�� ��� ����
����� ������� ��� ��� ��	��� �	 �� 8 �� 	� ������
���� ���

������� ������ �������� ���� ��� �
��� 	� ��	��
�� �� ��� �	���

(� �	� �������� 	� �	
����� �����	�
��� ��� �������	� ���� ���

������ ������� ���	��	����� �� ���� ������ (� ��� ��� ��
� 3( ���

()* �	� ��� ������� ��
��� 3( 4.0 ��� ()* 0 �	� ����� 	�� ��� �����

��	 ��� 3( 7.0 ��� ()* −14 �	� ����� ������

�������� (� �	�� ��� ������ �	� ����� 	��� ����� ��	 ��� ����� �����

�� ������ 2�45� 2�42 ��� 2�46 �������������

������������� ��� �	�� ������ ������� ��� ��
	�� �	 �0��� 	� ��� -���
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����� �� ��� ���� ��������  � ���� �� ��� ��������! ����� ��� ��!��" #$

���	� � ������%��	 �"��� �����

�� ������ ��� ��� ����� ��� �&��� �� ��� ���� ���!�� ������	  ���"��

��������� ���������� ��� ������� ����� ��� ������	 �� ���  ��� ���� ��

���������� �� �����  � ����� ���� ��� ����������� �� ���  ��� ���� ��� ����

��� �'(��� ����� ��� ������� )��� ���  � ����� ��� �� ��� �������� ��

�	�������� ����� ���� ����"������ ��� ���� �� ����������� *���� �	��������

����� ����� �����������  � ���� ����� �� ����� ������� ������

*��" ����� ������ �� ��� ������� ���� �� ��� �"���%� ������	  	

�����! � ������	 �� ������� ������ )��� ���� ����� � ���� �� �	���"

������� ������� ����� ��� ���� ����� ��  � �������� ����

��� ������ 	 
��� ����������� ���

����������

����������	 �� ����� �� ��"���� �� �	���" ���� +����, �� �� ������"��

��� - � �%������� ���� � %��	 ��"���� ���.!������ �� �� ��� �	���"�

)��� ������� � �� ��"���� ��� ������"���� �� ��� ��� �	���"� �� �&����%��	
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��� � ��,����� � �����"� ��� ��� � ���!�!� "���� ���� ���� ��������� ��

����� ��� �� �� �	���" ��� ��� ��� ������ ����"����� ��� +����, ����

1� +����, ��� ���� "��� �� �� �'����� ��'�2�� ������!	 -$$� ��
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���	 ����� ��� �� ����� �� �����

��������� ����	����� ���������� ���������� �� ��� ��� �� � ����	 �� !"""

���� ������ ���� �������� ��� ������# �� ���� ����� ��� � $������� ��
����

����	 ���� % ��
������ &����
 ��' ��������� � ����	� ���� ������ ���� ���

��� &() ������� 	������� ����	 �� ������� �� ��� *���+ �������� �����

��� �#�������� ���� �,�	����� �
���	# �� ��������� �# ��� *�� + �,�	�

������ �����-������� �# �� ��� ��� �� �		 ��� ���,���� ���� -	���� ���

&./��� ���������

�������� ��� ����	�� ��� ��� ��,�	������ ��� �,�	������ �� ��� ,������ *��

+ ����� ���������� ��� ����� �� ���	� 0�!1� 2�� ��,�	������ ��� �#��������

���� �,�	����� �� ��� �
��� ���� ��# ��� ��� ����	�� ��� �	�� ������ ���

����� ���������� ��� ��������� �� ��		���3

� 	
 � ������� ������� ������� �!"�!04� &����� ���� �� ��������

�� ��� ������	 ��������� �������� �� �������� �� � 5���� ������ ��,��

������� ���� � �����	��������� ����� �&6(� �� ������� ���� '" �7 ���

����	# ���� ���� �������� ��
��

� 	� � ���������� ������� ������� �'"�+84� 9��������� ������

���� �� �������� �� ��� �� ���� ���,���������	 �������� ���� �� ��������

�� � 5���� ������ ��,�������� ��� �� �������� �� ��,� �� &6( ��

������� ���� '" �7�

� 	� � ������ ���� ��������� �������� �!'�1�4� &����� ���� ��

��		����� �,�� ����������������� ���������� ���� �� ��	�����# ���

����	�� ������

� 	� � ������ �� ��� �������� �� ��������� ������ �0�""4�

:5��,�	��� �� ;" �� ;! ��� ���	���� ��� ������ ����� ���� ���� ���

������ �� ���		 ����		����	� �� ��� �����	 	��������

� 	� � ������ ����� ������� ������� ����������� �!"�8%4�

&����� ���� �� ���������		# �������� ��� ������� ����� ���� ����� ��
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�	������ ��� 	�������� �� ��������� ��� ��� �� ������ � ���!�	����

"���� ���	��� �� #����	� $�%
��� &��� 	 ����%� 	������

� �� � ��� ����
 ������� �'���(�� #

 ������ ��	� ���� ��� �	

 ��

	� �� ��� ���� �	��%�����

)�� ������	%� �� �	����� ��

�&��% �	�� ���������� ���&� ��� ������ ��

��� ���	
 �	�	 ��	� �	

� �� ��	� �	����
	 �	��%� �

*��	

 �� �+ �� �' �� �, �-

�����. ' ,��'� '(��� ,/�(� �,�'� �,�+� ,��0� ,��'� ,(��
*� � ���� �0�/� ,+�,� �0�'� (���� (0�'� �,�/� ���(� (+�/

1�2����� !+���� !+��'� !0��� !+��(� !+'��� !+,�+� !+���� !+��'�

����� ���	
 ���������� ���	
 ��� ����� � ��� ��� 
�
�	� �� ��	 �	�	���	��


	��

*� � ���� ������� ��� ����
������ ��� ��	
�	���� �� 	���� �+�,

����� &��
� �����. '�� ������� ��� �	�� ��	
�	���� �� 	���� ���, �����

)��� �� � ���� &	� 	���� +0 ����� �
�&� ��	� �����. '�� �� 	 +�0 345

��	
!��� 6������ � &��� � 37 8#9� :� ����� ��	� �� � ���� �����

	���� �,� �� ��� ���	
 ��������% ���� �� ��	�� ��� 	�� 	����� �,� ��

��	�� �&�� )�� ��	����% +�� &	� ����� �� ��� ��	
 ��	���

���
�
������� )�� �����	��� �� �� � ���� &	� ��%����	��
 &���

��	� ��	� �� �����. '� )��� 	� �	���� �������	
 �	���� �� ����;

+� �����. �	� ���� �� ����
������ �� ��� ++  �	� � �	���� ��	��

�� �����������

�� �����. ' �	�� ��� �� 
�.��	
 ��� ��	�� 	�� �	� �	���� ������ ��

��2���� 
�.��	
 ���� �� ���� 	� 	 %���� ���� ��������% �� <9

�����.��
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�� �� !���� *�+,� -�� �����
���� �� �#�
����� ����

�������� �� �� ���� ��# ��� �� ������ ��� ���
 ��
��� !�� �
	�� 	
����

�
�� ��� �� ���� �� �� �� �����
���� �� ��� �� ��
�
��
�� �� ��'�

�� 
� �� �������
� �� ���.

� �� � ������ ��������� ����. +��/01

� �� � ���������� ��������� ����. 0�0+1

� �� � ���� �� �� ����� �� ��� !����� ����� . ���*1
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∑
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Xa[k] =
N−1∑
n=0

x[n](n)e(−j2πnk
N

)m ��� k = 0, 1, . . . , N − 1. ���+��


,��� �� ���� � ����� ���- ���� M �����. ����� ���� ����� m � �

���������� ����� ����� ��/

Hm[k] =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0 �� k < f [m − 1]
2(k−f [m−1])

(f [m+1]−f [m−1])(f [m]−f [m−1])
�� f [m − 1] ≤ k ≤ f [m]

2(f [m+1]−k)
(f [m+1]−f [m−1])(f [m+1]−f [m])

�� f [m] ≤ k ≤ f [m + 1]

0 �� k > f [m + 1]
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�

��
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� ���	 ����
����� ��������	� ��� �	
� ��
 ������
� �� ��� ����

 �� �
 �
��
 f1 ��� fh �� �
 �	
 ��
�� ��� 	��	
�� ��
��
���
� �� �	
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��� �� "#$ M �	
 ����
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H1[k]

H2[k]

H3[k]

H4[k]

H5[k]

f [0] f [1] f [2] f [3] f [4] f [5] f [6]

������ ��	
 ���������� 	�
��� ��� �� �����

������ ��	 N �
� ���� � �
� ���� �
� ���	��� ����� f [m] ���

�������� �����	 �� �
� ����������

f [m] =
(N

Fs

)
B−1

(
B(fl) + m

B(fh) − B(fl)

M + 1

)
�������

�
��� �
� ��������� B ��  �!�� ���

B(f) = 1125 log(1 +
f

700
) �����"�

��	 ��� ��!���� ��  �!�� ���

B−1(b) = 700(e
b

1125 − 1) �����#�

�
� � ����� � � �
� ����� � ���
 ����� �� �
�� ������	 ��

S[m] = log
[ N−1∑

k=0

|Xa[k]|2Hm[k]
]

�����$�

�������% �
� �������&����� �������� �� �
� 	������� ����� �������� � �
�

����� ��� �
� M �������
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��������� ���

c[n] =
M−1∑
m=0

S[m] cos
(πn(m − 1

2
)

M

)
�������

��	 
���� 	��������� ����������
 ��� �	
� �� ��
�	�� �������
 �	�

�������� �
���

��� ������	
��

��	 �
 �� �� ���� �� ����	� ����	��� �������� �����
 �� ���� �� �����
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 ��� �	����	

�����
 ��	� 	�
�	������ "��
 �
 ���� !�	 �	��

��� 	�#��	�����
$ ���

��
 � ������%� ���� �� ��� %�	���� �! 
������
 ���� �� �� 	�����
��� &�

����	 ��	�
$ �� �� ��� ���� �� 	�
�	�� ��� 
��	� �� �� �����

�	�

�'���� �	 ��� 	�����
�	 ���� �� ������ �� 	�����
� %���� 
������
� &�

���	�
�$ �� ����� ��� �'�	��� ������������ 
�	��� �� ��� 	�����
�	 �!

��� �	����	 �
 ��� ����	��� &� ��� �'�	��� �
� ���	� ���	� �
 ��

�	����	 ��� 	�����
�	 ��
� �%������ ��� ��

������� �! ��� ��	� �� ���

���
��� ������ � ������ �	����	 ���� ��� �� � ��%���� 
������
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� 
�� ��

�����	
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���������� ��!�	������ �� ��� ��� �� ���� ������ 
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 �	� ���

�������	� &� ���� �� �	� �������� ��� 
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���
 ���� �	�
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 ���� ��%� ��� ������%� ���� �! �� ��� �� ��	� ������ !�	

��� 	�����
�	 �� �		���� ������!� 
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�	� �! ��
�	���� �� � ���
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�� � �� 	� �� ����� �� ���� ����	�� �� ������ ��

��� ���� ����� 	� �����	
 ������� �����

H(W |j) = −
V∑

w=1

P (w|j) · log2[P (w|j)] �������

��� � �	� ��� ���
���� 	� ������� ����� j 	��

Q(w|j) = 2H(w|j) ����� �

!� ���� ��	����	
 �	�� ��� ��

 �	" 	 ���� ��	� ��	��	� ���� �	��

��	��# �� ������� ������# 	�� ������ �� ������� 	��

H(L) =
∑

j

π(j)H(W |j) �������

��� π(j) �� �� ��	��$��	� ����	��
��� �� ���� �� ��	� j� %��� ����

� �	� �	
��
	� �� ��$���� ���
���� �� ���� 
	���	� ���
 	��

Q(L) = 2H(L) �����&�

��� � �����	
 �� 	�� ��	���	�� ������

���� �� �������� �����

' ���
 	 ��
�� ����	
 ����� 	 ���	�� �	�(������ ����$
"
� 	� 	

�)��� �� ��	������	

� �������� *	����	� �	���� "	��	�
� Xi ����

i = 1 . . . N # 	�� ���� �	� aX = 0 	�� "	��	�� σ2
x�

%���� � ��

 ���" 	 ������ �������� ��� �� ����	�� 	"�	� ���� P

�� X� %��� ���� � �	� ������ �� �	� 	�� "	��	�� �� P � +�

P =
1

N

N∑
i=1

X2
i ���&���

� �� ����	�� ����� ,��� �� Xi-� 	� �	���� "	��	�
�# �� �� P � '

�	�� �� ��� �� ������ fP (p)�

%���� ������� �� ��	������	���� Y = X2� .�� dy
dx

= 2x 	�� x = ±√
y�
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�	

fY (y) =
fX(x)

| dy
dx
| |x=−√y +

fX(x)

| dy
dx
| |x=+

√
y

=
fX(x)

2
√

y
|x=−√y +

fX(x)

2
√

y
|x=+

√
y

=
1√

2πσ2
X

y1/2−1e
−y

2σ2
X u(y).

�
����� Y �� ����� ���	���	�� ��	
 �����	�� b = 1
2

��� a = 1
2σ2

X
�

�	� �
���	���	�� ����	��� �� ����� �� 

ΦY (ω) = (

1
2σ2

X

1
2σ2

X
− jω

)
1
2 .

!�� ������� 

Z =
N∑

i=1

Yi ��	
 Yi ��"�

�
� �
���	���	�� ����	��� �� Z �� ��� ����� �� 

ΦZ(ω) = [ΦY (ω)]N

= (

1
2σ2

X

1
2σ2

X
− jω

)
N
2 .

�
����� Z �� ���� ����� ���	���	��# ��	 ��� ��	
 �����	�� b = N
2

��� a = 1
2σ2

X
�

�
� ����������� �����	� ����	��� �� Z �� ����� �� 

fz(z) =
( 1

2σ2
X

)N/2zN/2−1e
−z

2σ2
X u(z)

Γ(N/2)
.

�
� ��	���	�� ���� �� �������	�� �� P = Z/N � �
�� dp
dz

= 1/N ���

z = Np�
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��������� ���

fP (p) = N
( 1

2σ2
X

)N/2(Np)N/2−1e
−Np

2σ2
X u(p)

Γ(N/2)

=
( N

2σ2
X

)N/2pN/2−1e
−Np

2σ2
X u(p)

Γ(N/2)
.

���������� �	
���� � �
	 ��	����� ��
� P �� 
��� �
��
 ������������ ���

	� ��� �
�
������

b =
N

2
�������


	�

a =
N

2σ2
X

. �������

���� ��� ���������� �� 
 �
��
 ��	���� ���� 
��� ������� ��
�

P = b/a = σ2
X �������


	�

σ2
P = b/a2 = 2σ4

X/N. ����� �

��� ��� ���	 �	
 ����	�� �� �	 ������� ��

��� ����	�� �� ��� �������
 ���	

�����

!� 	� �����
�� ��� "
��
	�� Q �� ��� 
��"� �����
�� �� ��� 
"��
#�

���� P � ���� �� #�"�	 ��

Q =
1

K

K∑
k=1

(Pk − P )2 ��� �$�
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��������� ���

���� ���� Pk �� ��	�
��	��� 
���� ������� ��� � ����� ��

�������� ������ ���� ��� ����� �� ��� 
������ ������ �� ���� Pk �� ��

����� 	��������	� ��	 �� ������� �� ��� ���� �� 
�������� �� �� a

��	 b�  � ���� � ����� �� P = b/a !�������� �����" ��	 �� �������� ��

σ2
P = b/a2 !�������� ����#"�

$�� 	����� �� Q � ������� �������	� ��������� �� ���� ������ ���� ��

	������� %�	��� �� ���� Q ��	 �������� σ2
Q� ���� ����	��&

Y =
K∑

k=1

(Pk − P )2. !��#�'"

(���� ��� Pk ���� ��� ����������� ��	�
��	��� �� ��� ����� %�	 ���

���� Y &

E[Y ] =
K∑

k=1

E[(Pk − P )2]

= Kσ2
P

= Kb/a2. !��#�)"

$�� �������� �� Y ��� �� 	��������	 ��� �� ������ �����	 ��� ������&

σ2
Y = E[Y 2] − Y

2

= E[Y 2] − (Kb/a2)2. !��#��"

�� �*
����� ��� E[Y 2] � ���	�	&

E[Y 2] = E[
K∑

i=1

(Pi − P )2

K∑
j=1

(Pj − P )2]

= E[
K∑

i=1

(Pi − P )4 +
K∑

i=1

(Pi − P )2

K∑
j=1,j �=i

(Pj − P )2].
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������ ���� �		�
�� ���� Pi �� ��������� �� Pj ���� i 	= j �� ��� �������

�����

E[Y 2] =
K∑

i=1

E[(Pi − P )4] +
K∑

i=1

E[(Pi − P )2]
K∑

j=1,j �=i

E[(Pj − P )2]

= Kμ4 +
K∑

i=1

b/a2

K∑
j=1,j �=i

b/a2

= Kμ4 + (K2 − K)(b/a2)2

���� μ4 = E[(P − P )4] ��� ���� 	������ ������ �� P � �
�����
�� ���� ��	�

���� ��
����� ����� �� ��

σ2
Y = Kμ4 + (K2 − K)(b/a2)2 − K2(b/a2)2

= K[μ4 − (b/a2)2].  �����!

"���� ��� �������� �#�������� ��� ��� ����� �� � �
� ��� ���
��� 	������

������ 	�� �� �������� ���

μ4 = E[(P − P )4]

= E[
4∑

n=0

(
4

n

)
P n(−P )4−n]

= E[(−P )4 + 4P (−P )3 + 6P 2(−P )2 + 4P 3(−P ) + P 4]

= m4 − 4m3P + 6m2(P )2 − 3P
4

 ����$!

���� mn ��� n��� ������ �� P ���
� ��� ������ �� m1 = P � %�

��������� ����� ��� �� �� �#��������� ��� ��� &� 
� �� ��� ������� �� P

���
� ��� ������� ���� 	�� �� ��� '�� ��� 	����	�������	 �
�	���� �� P �

(� ��������

mn = E[P n] =
dnΦP (ω)

jndωn
|ω=0

����������
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ΦP (ω) = (
a

a − jω
)b = (1 − jω/a)−b

dΦP (ω)

dω
=

jb

a
(1 − jω/a)−b−1

d2ΦP (ω)

dω2
=

j2b(b + 1)

a2
(1 − jω/a)−b−2

d3ΦP (ω)

dω3
=

j3b(b + 1)(b + 2)

a3
(1 − jω/a)−b−3

d4ΦP (ω)

dω4
=

j4b(b + 1)(b + 2)(b + 3)

a4
(1 − jω/a)−b−4.

����� ���	
������� �� ��������� ��� ��� �������� ������� ����� ���

�������

m2 =
b(b + 1)

a2
=

b2 + b

a2

m3 =
b(b + 1)(b + 2)

a3
=

b3 + 3b2 + 2b

a3

m4 =
b(b + 1)(b + 2)(b + 3)

a4
=

b4 + 6b3 + 11b2 + 6b

a4
.

���������� ���� ���� ������� ����� �� ���	
��� �� ��� ���

μ4 =
3b2 + 6b

a4
.

���������� ���� ���� ������� ����� �� ���	
����

σ2
Y = K

2b2 + 6b

a4
. ������ 

!� ��� "��� Y �� σ2
Y #� �������� ����$ �� �����% �� ����

�������� ��&�' �� ��&�$ �� "��� ��� 		��	���� #
��� �� b �� a�

(��� �������� ����) �� ����' �� ��

��� ��� Q = Y/K� ����� �������

���	
������� ������� �*	������� ���	�
����� �� ��

� ��� ����

Q =
Y

K
= b/a2 =

2σ4
X

N
�����+ 

��
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σ2
Q =

σ2
Y

K2
=

2b2 + 6b

Ka4
=

8(N + 6)σ8
X

KN3
. �������
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