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Einleitung

Sei (P, <) eine partiell geordnete Menge und E ein k—Vektorraum. Eine monotone
bbildung p : P — L(E) := {A C E | A Unterraum} heisst k-lineare D ung von
. Zwei lineare Darstellungen p : P — L(E) und ¢’ ;: P — L{E") heissen jsomorph,
falls ein Vektorraumisomorphismus ¢ : E — E' existiert, der die entsprechenden Un-
rraume aufeinander abbildet, d.h. (Va € P) p(ps) = p'a. Die Partialordnung (P, <)
ist vom endlichen Darstellungstyp, falls P bis auf Isomorphie nur endlich viele endlich
|mensionale, ungerlegbare Darstellungen besitzt (Def. von unzerlegbar” auf S.2).
Naza.rova, Roiter und Gabriel haben alle Partialordnungen vom endlichen Darstel-
lu:ngstyp klassifiziert (fiir nihere Erlduterungen und Literaturangaben vgl. 3.B. Po|23]).
- Ist die Partialordnung (L, <) sogar ein Verband (L fiir "lattice”), so liegt es nahe,
V(‘)Il einer Darstellung p : L — L(E) statt bloss Monotonie, Infimumstreue und Supre-
umstreue zu fordern. Die Darstellungstheorie der Verbdnde lisst sich leider nicht
auf die Darstellungstheorie der Partialordnungen zuriickfiihren; so ist ein Verband
(L, <) als Partialordnung i.a. nicht vom endlichen Typ, kann aber als Verband eine
”gute Darstellungstheorie” besitzen (2.B. L := Fig.8(a)). Dabei sagen wir, dass ein
endlicher (modularer) Verband L gut ist, falls die Isomorphieklassen der unzerlegbaren
tellungen von L bijektiv den subdirekt irreduziblen Faktoren von L entsprechen
(ausfiihrlichere Motivation in 1.1). Ziel des ersten Kapitels ist die kombinatorische
Beschreibung einer Klasse von Verbinden (wir nennen sie ” Dreieckverbinde”), welche
im obigen Sinne gut sind. Der Beweis dieses Hauptsatzes 7 wird in 1.4 erbracht. In
1.5 verallgemeinern wir einige der Ergebnisse auf unendliche Verbande und in 1.6 wird
eliliutert, weswegen die Drejeckverbande wahrscheinlich schon alle Verbdnde mit guter
Darstellungstheorie ausmachen (Vermutung 23).



Im zweiten Kapitel wird statt linearer Darstellungstheorie ”quadratische Da.rste#l-
lungstheorie” betrieben. Wir gehen aus von einem Vektorraum FE, der mit einei!n
*Skalarprodukt” (genauer: Sesquilinearform) (,) : E x E — E ausgeriistet ist. Twei
Unterriume V,V! C F heissen kongruent in E, falls es eine Isometrie p : £ — JE
mit (V') = V' gibt. ”V, V" isometrisch” ist trivialerweise eine notwendige Bedingun?g
fir Kongruenz. Bei dim(E) < oo (und char(k) # 2) ist sie nach dem Satz von Wt
auch hinreichend, jedoch nicht mehr bei dim(E) = oo ! In diesem Fall empfiehlt
sich, die von V bzw. V' erzeugten ”quadratischen Verbinde® V(V) C L(E) baw.
V(V') C L(E) zu betrachten. Man sieht leicht, dass jede Isometrie  : E — E 1t
(V) = V! einen Verbandsisomorphismus  : V(V) — V(V') induziert (2.1). Wir
fragen umgekehrt, ob V(V) ~ V(V?) auch eine hinreichende Bedingung fiir Kongrue#z
ist, oder allgemeiner, welche Verbandsisomorphismen 5 : V — V (V, V! C L(E)) von
einer Isometrie o : £ — E induziert sind. Nach Gross[11] ist dies fiir endliche, dis-
tributive V, V/ bei geeignetem [F, (, )] gewahrleistet. Satz 25 - das Hauptergebnis vo|n
Kapitel 2 - verallgemeinert dieses Resultat auf Dreieckverbinde V mit einer gewissen
Zusatzbedingung. Gleichzeitig wird die Dimensionsbeschrinkung dim(E) < Ry, in
G{11] auf dim(E) < (1. schwacheMahlo-Zahl) erh6ht, was fast einer Aufhebung gleich-
kommt (5.79). Entsprechend zerfallt der Beweis von Satz 25 in einen isometrischen Teil
2.2 und einen mengentheoretischen Teil 2.3. Als Anwendung erhilt man in 2.4, d
V(V) ~ V(V') fiir dim(E) < Rj tatsichlich eine hinreichende Kongruenzbedingung
ist (Satz 37,38). Leider braucht V(V) fiir dim(E) > s kein Dreieckverband mellr
zu sein und V(V) — V(V’) muss nicht von einer Isometrie induziert sein (Satz 43).
Bis auf den Fall dim(E) = R, ist somit die Frage der ”Kongruenzhinling]ichkeit‘”
von V(V) =~ V (V') geklirt (der Fall dim(E) = R4 ist vermutlich auch zu vemeinel}l;

vgl. Bem. vor Satz 43). In 2.5 schliesslich betrachten wir ”abstrakte” 'quadratisch‘e

Verbinde Vy,(a): In Satz 46 werden die subdirekt irreduziblen Faktoren des 9571—
elementigen freien quadratischen Verbandes V3|a] bestimmt und in Satz 47 wird em

distributives V4(a) mit einer unendlich absteigenden Kette konstruiert.



Die Satze, Lemmata und Korollare sind Kapitel @ibergreifend von 1 bis 47 durch-
numerjert. Nicht vom Autor stammende Ergebnisse sind mit einer Referenzangabe
versehen. Es sei noch darauf hingewiesen, dass das Zeichen C im Gegensatz zu C stets
”echte Inklusion” bedeutet.

An dieser Stelle mochte ich Herrn Prof. Dr. H. Gross meinen Dank aussprechen
fir sein Interesse an dieser Arbeit und fiir viele wertvolle Ratschlige. Ebenso gebiihrt
mein Dank Prof. Dr. Chr. Herrmann (Darmstadt), der im WS 85/86 mit vielen
anregenden Diskussionen und dem Hinweis auf Resultate von Poguntke, Wille und
Jonsson zum Gelingen von Kapitel 1 beigetragen hat (vgl. auch Lemma 5, Vermutung
2§, Satz 47). Herrn Prof. Dr. H. Lauchli (ETH) verdanke ich das mengentheoretische
L4’amma 36.

Ziirich, im Mai 1987
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1. Dreieckverbande

1.1 Darstellungstheoretische Grundlagen

Eine partiell geordnete Menge (L, <) heisst Verband, falls je zwei Elemente a,b €
L eine kleinste obere Schranke (=Supremum) ¢ V b und eine grosste untere Schranke

(=Infimum) aAb besitzen (welche dann eindeutig bestimmt sind). Eine beziiglich v und
A abgeschlossene Teilmenge Lg C L heisst Unterverband. Eine mit v und A vertrigliche
Abbildung 7 : L — Lo (L,Ly Verbinde) heisst {Verbands-)Homomorphismus . = ist
ein Isomorphismus(L ~ Ly) bzw. Epimorphismus, falls 7 bijektiv bzw. surjektiv ist.
Ein Verband (L, <) heisst modular, falls gilt

(1) (Va,b,ce L} a<c = (avb)Ac=aV(bAc).

In der ganzen Arbeit bezeichnet k stets einen (nicht notwendig kommutativen) Kérper.
Ist E ein k~Vektorraum, so ist L(E) := {A C E'| A Teilraum} ein modularer Verband
beziiglich C. Fiir A,B € L(E) ist gerade AVB=A+Bund AAB=ANB.

- Umgekehrt ist es schwierig zu entscheiden, welche modularen Verbinde (L, <) als
Unterverbdnde eines Vektorraumverbandes L(E) auftreten. Dies motiviert die folgen-
den Definitionen. Sei k ein Korper und E ein k~Vektorraum. Eine k-lineare Darstellung
(oder k-Darstellung bzw. Darstellung, falls k fest) eines modularen Verbandes L
ist ein Homomorphismus p : L — L(E). Zwei k-Darstellungen p: L — L{E) und
¢ : L — L(F') heissen isomorph (¢ ~ ), falls ein Vektorraumisomorphismus
p: E— B existiert mit ¢ = pop. Dabeiist p: L(E) — L(E') : A — pAdervonp
* induzierte Verbandsisomorphismus. Seien p; : L — L(E;) (i € I) k-Darstellungen von
L. Dann ist @p; : L — L(DE;) : a @{pia | i € I} offenbar eine k-Darstellung
von L, die sog. (ussere) direkte Summe der Darstellungen p; (¢ € I). Ist umgekehrt
¢ : L — L(E) eine Darstellung von L und ist E = @{E; | i € I} eine Zerlegung, derart



dass
(2) (VaeL) pa=@{panE;|i€l},

80 heisst E = @{E; | i € I} eine Zerlegung von p. Dies ist gerechtfertigt durch
folgende Feststellung.

Satz 1: (G-P[8],2.3) Ist E = @{E; | i € I} Zerlegung der Darstellung p: L — L(E),
80 sind die Abbsldungen p; : L — L(E;) : a v pan E; Darstellungen von L und es ist

p~@pi.

Beweis: Sei j € [fest und a,b€ L. pi{(a Ab) = p(a AD)NE; =(panpb)NE; =
(pa N Ej) N (pb N Ey) = pja N pib und pi(e Vb) = p(a vb) N E; = (pa+ pb) N E;
(8 N E;)+(pb N E;) = pja+p;b.  folgt aus pa-+pb D @{panE; | i € [+@{pbnE; |
ie}=@{(pnE)+(pnE)|ic} CBD{(pa+mMnEi|ie}? pa+pbh. Um
die zweite Behauptung zu zeigén, sei p: @E; — E durch (z; | § € I) = Y_z; definiert.
Dann ist p = g o (Ppi), db. p~Bpi. O

0+ -

Eine Darstellung p : L — L(E) heisst zerlegbar, falls eine Zerlegung E = E; @ E;
von p mit E, E; # (0) existiert. Andernfalls heisst p unzerlegbar (ebenso ist fiir eine
Partialordnung (P, <) die Zerlegbarkeit einer Darstellung p : P — L(E) definiert; vgl.
Einleitung).

Es sei L modularer Verband mit kleinstem Element 0 und grosstem Element 1 und
p: L — L(E) sei eine Darstellung. Ist E; := p0, E; ein Supplement von E; in p1 und
E; ein Supplement von Ey®F; in F, soist E = E, @ E;® E3 eine Zerlegung von p, denn
fir alle ¢ € L ist pa = (pan(E; & E3)) ® (pan Es) W (panE;)®(pan Ez) & (pan E3).
Da wir in der ganzen Arbeit nur Verbdnde mit 0,1 betrachten werden und da man
Ey, E3 abspalten kann, vereinbaren wir die

(3) Konvention: Unter einer Darstellung p : L — L(E) verstehen wir stets eine
Darstellung mit p0 = (0) und pl = E.
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p: L — L(E) heisst s—dimensional, falls diim(E) = . Offenbar ist eine x~dimensionale,

konstante Darstellung p genau dann unzerlegbar, wenn £ < 1 ist. Um diesen trivialen

Fall auszuschliessen, machen wir ferner die

(4) Konvention: Unter esner unzerlegharen Darstellung p : L — L(E) verstehen wir

stets eine nichtkonstante, unzerleghare Darstellung.

Jeder endliche, modulare Verband L hat eine wohlbestimmte Lange 6(L) (Def.
S.8). Von besonderem Interesse sind die injektiven, §( L)-dimensionalen Darstellungen

von L, welche wir treu nennen.

Wir wollen diese Begriffe anhand der modularen Verbinde M; := {0, a4, a2, as, 1}
m;nd M, = {0,a1, 082,083, a4, 1} veranschaulichen (es ist §(Ms) = §(M4) = 2):

A

Fig.1 0

Satz 2: (" Folklore”)

(i) Ms besstzt uber jedem Korper k eine treue k-Darstellung p[Ms, k.
(ii) Alle treuen k-Darstellungen von Mz sind 2u p[Ms, k]| isomorph.
(iii) Jede unzerlegbare k-Darstellung von My ist treu.

(iv) Fir My gilt weder (i),(ii) noch (ii).

Beweis: (i). p0 = ((0,0)), par = {(0,1)}, paz = ((1,0)), pas = ((1,1)}, pl = k*
definiert eine treue Darstellung p : M3 — L(k2). Ist k2 = E; @ E; eine Zerlegung von
p, sosind py : L — L(Ey) und pg : L — L(E3) nicht beide konstant. Sei 0.B.d.A.
p1 nicht konstant. Da M einfach ist (Def. S.6), ist py injektiv, d.h. dim(E;) = 2.
Also ist p unzerlegbar (allgemein ist jede treue Darstellung eines einfachen Verbandes



unzerlegbar; vgl. Bem. S.7).

(ii). Seien p: Ms — L(E) : a; — (z;) und p' : L — L(E") : a; — (y;) zwei treue
Darstellungen von Ms. Dann ist {z;,z2} eine Basis von E und z3 = \1z; + A222
(A1,Az # 0). Analog ist {y1,y2} Basis von E' und ys = p1g1 + paya (p1, 2 # 0).
Offenbar definiert z; — pi\i™'y;i (i = 1,2) einen Isomorphismus ¢ : £ — E' mit
F=pop. :

(iii). Sei p: My — L(E) gegeben mit p0 = {0), pl = E und pa; = 4; (vgl.(3)). Es
sei {21; | § € I} eine Basis von A;. Fiir alle § € I sei z); = z3; + 73; € Aa + Aa.
{z2i | § € I} ist dann eine Basis von Aj, denn aus Y A;z3; = 0 (fa. X = 0) folgt
LNz = YXi(21i — 22i) = LAizai € Ay N Ag = (0), d.h. (Vi € I) )i = 0; ausserdem
ist Az C (A1 + As) N A3 C ({2i | € 1)+ As) N As Y (zi [ i € ) + As 1 Ag = (204 |
1 € I). Ebenso ist {z; | i € I} eine Basis von As und somit ist {3, zs; | § € I} eine
Basis von E. Man sieht nun leicht, dass E = @{{z3;, s:) | § € I} eine Zerlegung von
p ist.

(iv). ad (i): Wegen |Z5 x Z2\ {(0, 0)}| = 3, gibt es keine treve Zy-Darstellung
von M. ad (ii): Sei k ein Korper mit |k| > 4 und seien 0,1,y € k paarweise
verschieden. {z,y} sei Basis eines k-Vektorraumes E. Wir definicren zwei treue
Darstellungen p: My — L(E) und ¢': My — L(E) durch p0 = g0 = (0), pa; =
a1 = (z), poz = flay = (y),p83 = a3 = (s +y), pos = (2 + M), fos =
{z+ py), p1 = p'1 = E. Angenommen, es existiert ein p:E—FE mit o) = pop.
Dann ist pz = az (« # 0), oy = fy (B £0), p(z+y) = az + Py = 1(z + ),
woraus a = f = 7 folgt. Somit ist p(z + \y) = az + Aay = 8(z + py), was
zum Widerspruch Aa = pa fiihrt. Also ist p o ¢, ad (iii): Es sei |k > 2 und
A€k\{0,1}. Ist n € IN und {#1,...,%n,91,...,yn} Basis eines k—Vektorraumes E,
80 ist die Darstellung p0 = (0), pl = E, pa; = (24, ... 1Zn), P2 = (Y1,...,¥n), pas =

(T1 +91,...,2n + yn), pas = (z1+ Ay, 22+ 91 + A2y T+ Yoy + Ayn) gemiss
G-P[7),5.167 unzerlegbar. ]
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Der bemerkenswerte Unterschied zwischen M3 und M, eréffnet zwei Perspektiven.
In der fundamentalen Arbeit Gelfand-Ponomarev(7] werden fiir einen algebraisch abge-
schlossenen Korper k der Charakteristik 0 alle endlichdimensionalen k-Darstellungen
der Partialordnung (P,<) :=+« «+ bestimmt. Dies ist dquivalent zur Bestimmung
aller endlichdimensionalen k-Darstellungen des frei modularen Verbandes FM(P) =
FM(+ «++). Mithin ist die (komplizierte) endlichdimensionale Darstellungstheorie
aller 4-erzeugten Verbande iiber k bekannt, insbesondere diejenige von My (vgl. auch
G-P[8],1.4).
Wir gehen umgekehrt von den angenehmen darstellungstheoretischen Eigenschaften
(i),(ii),(iii) aus und fragen, welche Verbinde diese mit Mj teilen! Dabei lassen wir
beliebige Korper zu und auch unendlichdimensionale Darstellungen. Diese Charakteri-
sierung der Verbande mit guter Darstellungstheorie (welche i.a. nicht 4-erzeugt sind)
geschieht in 1.4 bis 1.6. In 1.2 bzw. 1.3 werden die dazu bendtigten verbandstheoreti-
schen bzw. matroidtheoretischen Grundlagen bereitgestellt.

1.2 Verbandstheoretische Grundlagen

Wir stellen einige Grundtatsachen iiber Verbande, insbesondre modulare Verbande
zusammen, die in 1.4. gebraucht werden. Da sich fast alle Ergebnisse in hnlicher Form
in [4],19],[27] finden, verzichten wir meist auf die Beweise.

Ein Element p eines Verbandes L heisst Y-irredugibel, falls aus p = a Vv b schon
p = a oder p = b folgt. Analog ist ” A-irreduzibel” definiert. Mit jrreduzibel meinen
wir in Zukunft stets ” v-irreduzibel”. Da in 1.4 das irredugible Element 0 € L meist

ausgeschlossen wird, setzen wir

J(L) := {p € L | p irreduzibel} \ {0}
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Sei L weiterhin ein Verband. Jeder Homomorphismus # : L — Lo induziert eine
Aquivalenzrelation ker7 := {{a,b) € L x L | 7a = b} auf L (Kern von ). Setzt man

0 := ker7 und afla; :¢ xa = 7a,, so gilt
(5) afla;, bob, — (a v b)0(a1 v bl) und (a A b)0(61 A bl).

Umgekehrt heisst eine Aquivalenzrelation # C L x L mit (5) eine Kongruenzrelation.
Setzt man ay := {b€ L | adb} und Ly := {ag | a € L}, s0 ist Ly ein Verband unter den
Operationen ag V by = (a V b)g bzw. ag A by := (anb)gund 7g: L — Ly : a>ay
ist ein surjektiver Verbandshomomorphismus mit ker 7y = 4.

Die durch C partiell geordnete Menge C(L) := {6 C L x L | 6 Kongruenzrelation} ist
selbst ein Verband, der sogenannte Kongruenzverband von L. Er ist stets vollstindig
(d.h. jede Teilmenge © C C(L) besitzt ein Supremum und ein Infimum) und distributiv
(vgl. (12)). Sein grosstes Element ist 1 = L x L und sein kleinstes 0 = {(a,a) |
¢ € L}. Ist C(L) = {0,1}, so heisst L einfach (d.h. L l3sst nur die beiden trivialen
Homomorphismen zu). Der erste Homomorphiesatz (fiir Verbinde) besagt gerade, dass

© Cllg) = {9 €C(D) [ 9 <1} S C(L).

Seien L; (i € I) Verbinde. Dann ist die durch @ < 5 :¢» (Vi € I) a; < b; partiell
geordnete Menge [[{L; | i € I} ein Verband (direktes Produkt der Verbinde L;, i € I)
und die Suprema bzw. Infima berechnen sich ”komponentenweise”. Ein injektiver Ho-
momorphismus 7 : L — [[{L; | i € I} heisst subdirekte Darstellung von L, falls
%j := njox fiir alle § € I surjektiv ist (x5 : []L; — L; ist die j-te Projektion). L heisst
gubdirekt irredugibel, falls fiir jede subdirekte Darstellung # : L — [J{L; | i € I} ein
J € I existiert mit ker#; = 0. Eine subdirekte Darstellung 7 : L — [[{L; | { € I}
ist irredundant, falls (Vi # j € I)ker#; # ker#;. Die irredundanten subd. Darstel-
lungen von L entsprechen folgendermassen bijektiv den Teilmengen ® C C(L) mit
A8 =0: Ist # : L — [[{L:i | i € I} (irredundante) subd. Darstellung, so ist
N{kern; | i€l}=0 (da>1r injektiv) und ist umgekehrt © C C(L) mit A® =0, 8o ist
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7:L—][{Ly|0 €8} : ar (ag |8 € O) eine irredundante subdirekte Darstellung.
Somit ist L genau dann subd. irreduzibel, wenn 0 € C(L) vollstindig A-irreduzibe]
ist (V@ C C(L)) A® = 0 = 0 € 6). Insbesondre ist jeder einfache Verband sub-
direkt irreduzibel. Nach Birkhoff besitzt jeder Verband eine subdirekte Darstellung
7 : L—[[{Lg | ¢ € 6} mit subdirekt irreduziblen Ly. ® C C(L) ist i.a. nicht ein-
deutig bestimmt, man beachte aber (8). Aus Satz 1 ergibt sich leicht die folgende

Bemerkung: Jede Zerlegung E = @{E; |¢{ € I} einer injektiven Darstellung
p: L — L(E) induziert eine (nicht notwendig irredundante) subdirekte Darstellung
7: L — [[{Li | i € I} von L (wo L; := p;L). Umgekehrt braucht eine injektive Darstel-
lung eines subdirekt reduziblen Verbandes L nicht zerlegbar zu sein (ein Gegenbeispiel
findet sich in Po[23], S.52); die Umkehrung gilt aber fiir Dreieckverbinde (Satz 14)!

Fir a > b aus L heisst der Unterverband a/b := {c € L | a > ¢ > b} Quotient
von ¢ und b. Falls (Ve € L) a > ¢ > b= ¢ =1, s0 ist a oberer Nachbar von b bzw. b
unterer Nachbar von a (a > b) und a/b heisst Primquotient. a/b heisst zu ¢/d nach
oben (bzw. unten) transponiert, falls (a Vd = c und a A d = b) (a/b / ¢/d) bzw.
(bve=aund bAc=d) (a/b\ c/d). Wir schreiben a/b ~ ¢/d, falls a/b zu ¢/d nach
oben oder nach unten transponiert ist. a/b heisst zu e/ f projektiv (a/b ~ e/ f), falls ein
n > 1 und Quotienten c;/d; (1 < ¢ < n) existieren mit a/b =¢;/dy ~ czfdg ~--- ~
¢n/dn = ¢/ f. Offenbar ist ~ eine Aquivalenzrelation auf {a/b| a,b € L, a > b}. Man
sieht leicht, dass fir jede Kongruenzrelation § € C(L) aus a/b ~ ¢/f und 7ga = mgb
auch mge = xp f folgt.

Ist L modularer Verband, so bestimmt umgekehrt jede Menge von Klassen pro-
jektiver Primquotienten auch eine Kongruenz 0. Genauer: Ist L modular, so folgt aus
a/b s c/d schon a/b ~ c/d (Bi[4],S.13), insbesondre ist mit a/b auch c/d Primquotient.
Ist L zusitalich von endlicher Linge und bezeichnet [a/b] die ~—Aquivalenzklasse von
a/b, so gilt gemiss [4],5.236:

(7) C(L) — Pot{[a/b] | a/b Primguot.} : 0 — {[a/b] | nga = xyb} ist Bisektion.
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(L hat _endliche Linge, falls sup{ |C| | C C L Kette} < o0.) Fiir ein modulares L
endlicher Lange ist also C(L) ein endlicher Boole’scher Verband (isomorph zur Potenz-
menge einer Menge). Es sei ® C C(L) eine Menge von Kongruenzen, derart dass
L - []{Lg | 0 € 6} eine subdirekte Darstellung von L mit subdirekt irreduziblen Fak-
toren Lg ist. Wegen (6) ist dann jedes § € 8 A-irreduzibel, was in einem Boole’schen
Verband gleichbedeutend mit 6 < 1 ist. Klarerweise ist jedes # < 1 in © (sonst
wire A8 #0). In Analogie zur Ringtheorie heisse sp(L) := {0 € C(L) | § < 1} das
Spektrum von L. Es gilt also

(8) Fir jeden modularen Verband L endlicher Lange ist L — [I{Ly | 0 € ep(L)} :
6~ (ag | 0 € sp(L)) die einzge subdirekte Darstellung von L mit einfachen
Faktoren Ly.

Sei L weiterhin modular von endlicher Linge und seien @ < b aus L. Dann haben
je zwei maximale Ketten a =co <¢; <+ <en =bbzw. a= ¢} < ¢} < e Lch,=b
die gleiche Lange, d.h. es ist n = m (vgl. auch S.16). Fiir b € L bezeichne 5(b):=n
die Lange einer maximalen 0-b-Kette 0 = ¢y < ¢; < -+ < ¢n = b. Dann gilt die
” Dimensionsformel® (Bi4],S.41)

(9) (Va,b€ L) 5(aAb)+6(avb)=05(a)+5().

Esseinun 0 < gy <a3 <.+ < a, < 1 eine beliebige maximale Kette in L. Da
wegen (7) jeder Primquotient a;4/a, von genau einem § ¢ sp(L) getrennt wird (i.e.

Tgaj41 F Tgay), folgt unschwer

(10) 8(L)=3" 68(Ly)  (8(L):=5(1z)).
Oeep(L)

Fiir eine verfeinerte Strukturtheorie modularer Verbinde benétigen wir das ein-
fache, aber fundamentale Lemma 3 aus Grii[9], welches einen Spezialfall von Hilfssatz
L1 in Wille[27] darstellt. Dazu vereinbaren wir folgende Redeweise: Ein Verbandsepi-
morhismus 7 : L — Ly hat kleinste Urbilder, falls fiir alle ¢ € Ly die Faser 7! (e)CL
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ein kleinstes Element o¢ hat. Ist L endlich, so hat klarerweise jedes x : L — Ly kleinste
Urbilder (0c =Ax—Y(c) ).

Lemma 3 ([9],5.135) Sei # : L — Lo ein Epimorphismus, der Meinste Urbilder
0: Lo — L besstzen moge. Dann ist o esn Supremumshomomorhismus, d.h. es ist

(Va,b € Ly) o(avd) =0aVvab.

Beweis: Seia 2 bin L. Wire ga ¥ ob, so folgte sbAoa < ob, dh. b =
bAa = z(ob Aoa) < x(ob) = b, Widerspruch. Also ist ¢ monoton, insbesondre ist
(Va,b € Ly) oa Vab < a(a V). Da oaVab Urbild von a v b ist, gilt auch ga v ab >
olavd). O
In einem Verband L endlicher Lange besitzt offenbar jedes p € J(L) genau einen
Yorginger ¢ < p, den wir zukiinftig mit p bezeichnen. Ist L auch modular, so begeich-
nen wir fiir ein @ € sp(L) die kleinsten Urbilder von 7y : L — Ly mit o : Ly — L;
ferner setzen wir JO(L) := og(J(Lg)).

Korollar 4 ([4],[9]): Fiir jeden modularen Verband L endlicher Linge ist
J(L) =U{JO(L) | 6 € ap(L)} (disunkte Vereinigung).

Beweis: Ist p’ € J(Ly), so ist wegen Lemma 3 ogp’ € J(L), d.h. es gilt D. Sei
umgekehrt p € J(L); wegen Asp(L) = 0 existiert ein 8 € sp(L) mit p' := 7gp # xgf.
Daraus folgt sofort p = ogp’ (wie im Beweis von Lemma 3). Also ist J(L) = J{J?(L) |
0 € sp(L)}. Dass die Vereinigung disjunkt ist, folgt aus (7), wonach jeder Primquotient
von genau einem § € sp(L) getrennt wird. []

Ein Element p € L heisst prim, falls

(Va,be L) p<avb => p<aoderp<b

Wie man sich leicht iiberlegt ([9],5.19), ist dies dquivalent zu p € JU(L) fiir ein 0 €
sp(L) mit Ly ~ Dy := {0 < 1} (zweielementige Kette).
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Lemma §: Ses L modularer Verband endlicher Lange und p,g,r € J(L) seien
verschiedene Elemente mst (A5) pVg=pVr=qVr (vgl.S.17). Dann git:

@) (pvAr=7

(ii) (Herrmann) (V6 € sp(L)) p € J9(L) = q,r € J(L)

Beweis: (i). Esist (pv)vg = pvqund (pv§)Aq L §V(pAq) = § (da g irreduzibel),
also ¢/§ /' pV q/pV §. Andrerseits folgt aus (A5) sofort pvVg/pVi\.r/(pVE AT.
Also ist auch r/(p V g) A r ein Primquotient.

(ii) (Bew. Wild). In Fig.2 ist der von drei Elementen g/, ¢, frei modular erzeugte
” Dedekind-Verband” F'M(3) abgebildet (zur Def. von frei erzeugt” siche [4],9)).
Wir behaupten, dass der von drei Elementen p, g, r unter der Zusatzbedingung (A5)
frei modular erzeugte Verband FM(AS) isomorph zu a/0 C FM(3) ist. Da (AS5)
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aquivalent zu pVqVr=(pVg) A(pVr)A(gVr) =: aist, folgt in der Tat FM(AS5) ~
FM(3)/6(pVqVr]a) (~1) a/0, wobei 8(p v ¢ V r/a) die vom Quotienten pV qV r/a
erzeugte Kongruenz ist.
Der von Elementen p, g, r € J(L) mit (AS5) erzeugte Unterverband von L ist also stets
ein homomorphes Bild von FM(A5). Daraus ersicht man, dass die Primquotienten
p/P, q/q und r/¥ stets zueinander projektiv sind und die Behauptung folgt aus (7).[]

Sei IK eine Klasse von Verbdnden. Wir setzen
H(K) := {Lo | 3L € K und ein Epimorphismus 7 : L — Lo}
S(IK) := {Lo | 3L € IK mit Ly C L Unterverband}
P(IK) := {Lo | 3L: € KK (i € I) mit Lo = [LiesLi}
Ps(K) := {Lo | 3L; € K (i € I} und eine subd. Darstellung  : Lo — [iesLs}
KK heisst Varietit, falls H(IK), S(IK), P(IK) C IK. Fir eine beliebige Klasse IK von
~Verbinden sei IK® :=(\{IK' | IK’ Varietit und IK’ D IK} die von IK erzeugte Variett.
Gemiss Tarski (Gra[9],S.230) ist stets IK® = HSP(IK). Falls K eine endliche Menge

von endlichen Verbanden ist, so lasst sich die Tarski’sche Beschreibung von IK€ gemass
Jénsson verschirfen zu ([9],S.233):

(11) K¢ = P;HS(K).
Ein Verband L heisst distributiv, falls
(12) (Va,b,céL) an(bve)=(anbd)Vv(aAc).

Man kann zeigen, dass dann auch die duale Aussage (Va,b,c € L) aV (bA¢c) =
(aVb)A(aVe) gilt. Offenbar ist das modulare Gesetz (1) eine Abschwichung von (12).
Der zweielementige Verband D := {0 < 1} ist einfach und somit subdirekt irreduzibel.
Man sieht auch leicht, dass D2 neben dem trivialen Verband {1} der einzige distribu-
tive, subdirekt irreduzible Verband ist (Bi[4],5.141): Sei dazu L ¢ D; distributiv und
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seien 6,5, ¢ € L mit a < b < ¢. Bezeichnen § bzw. ¢' die Kerne der beiden (nichtinjek-
tiven) Homomorphismen d — d A b bzw. d— dV b, s0 ist 0 A8' = 0, denn d(8 A 8')e
bedeutet dAb = eAbund dVb =evh wasd =dV(eAb) = (dVeA(dVd) =
(dve)a(evb) =eV(dAb) = e impliziert. Somit folgt

(13) L distributiv <= L € {D.}°.

Insbesondere ist fiir distributive Verbinde L jedes irreduzible p € J(L) auch prim (dies
folgt auch leicht direkt aus (12); L braucht nicht endliche Linge zu haben).

1.3 Dreieckmatroide

Sei (J,—) eine Menge mit Abschlussoperator, d.h. fiir alle ABCJgilt AC
A, A=7,ZCB. (J,-) heisst Matroid (Ai[1),5.17), falls fir alle A C J und p,q € J
gilt:
(M1) p¢ 4, pe AU{g} = ¢ € AT {p},
(M2) 3BC A: |B|<oo und B=74.

Gilt zusitzlich (Vp € J) {p} = {p} und § =0, so ist (J, —) ein einfaches Matroid oder
eine kombinatorische Geometrie. Dies wird im folgenden stets erfiillt sein; ebenso wird
(J, ) endlich sein, sodass (M2) trivial gilt. Eine Teilmenge B C J heisst unabhingig,
falls (Vp € B) p € B\ {p]. Andernfalls heisst B abhingig. Aus dem ”Steinitz’schen
Austauschsatz” (M1) folgt leicht, dass in jedem Matroid (J, =) gilt:

(14) B C J unabhingig und p@ B => BU {p} unabhd ngig.

Sei A C J. Eine maximal unabhangige Teilmenge B C A heisst Basis von A. Wegen
(14) ist dann B = 4. Mit (14) und (M2) kann man auch leicht zeigen, dass alle Basen
B C A die gleiche endliche Kardinalitit rg(A) (Rang von A) haben. Eine minimal
abhéingige Teilmenge C C J heisst Kreis. Bezeichnet K (J,-) die Menge aller Kreise
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in (J,-), so lasst sich der Abschlussoperator —: J — J folgendermassen beschreiben
(Aif1],S.23):
(15) A=A < (CeK(J,-))(VWpeO) (C\{p}) CA=>CCA

Sei jetzt G(V, J) ein endlicher, ungerichteter Graph mit Eckenmenge V und Kan-
tenmenge J. C C J heisst G-Kreis der Linge n (n > 1), falls es paarweise verschiedene
v1,02,...,% €V gibt mit C = {v1v2,v2vs,...,Un—19n, Uath } (¥i¥i41 ist die durch o
und v;4; bestimmte Kante). Betrachten wir die Menge aller G-Kreise C' C J, so wird
durch (15) offenbar ein Abschlussoperator — auf der Kantenmenge J definiert. Gemass
Ai[1],5.27 ist (J, ) sogar ein Matroid und die Kreise C C J sind gerade die G-Kreise
C C J. (J,-) heisst Polygonmatroid von G(V, J) (insbesondere ist # die Menge aller
Schlaufen in G und {p} die Menge der zu p parallelen Kanten; die fir uns relevanten
Graphen besitzen aber weder Schlaufen, noch parallele Kanten).

Wir interessieren uns fiir die Polygonmatroide spezieller Graphen G(V, J), welche
sich am einfachsten rekursiv definieren lassen:

BN _

A7
a7\

(A1) Jeder Graph G(V,J) mitV = {u,v},u # v und J = {uv} heisst Dresecksgraph.
(A2) Ist G(V,J) Dresecksgraph und ist uwve JwgV,
so ist asch G(V',J') := G(V U {w}, J U {uw, vw}) Dresecksgraph.
(A3) Sind G(Vh,J1) und G(Va, J3) Dreieckagraphen und sst VinVz = 0, so st auch
G(Vh, J2) ® G(Va, J3) := G(V1 UVa, J1 U Ja) Dreseckagraph.

Fig-3

d
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Das Polygonmatroid (J,—) eines Dreiecksgraphen G(V, J) mége Dreieckmatroid
(A-Matroid) heissen. Durch (A1) definierte A-Matroide heissen trivial und durch
(A1), (A2) definierte heissen zusammephingend. Ein Kreis A € K(J,—) der Linge 3
heisse Dreieck und D C K(J, —) bezeichne die Menge aller Dreiecke. Eine Teilmenge
A C J heisse dreieckabgeschlossen (A-abgeschlossen), falls

(16) (VAeD)(ped) (A\{p)CA=ACA

Das folgende Lemma wird in 1.4 an wesentlicher Stelle verwendet werden.

Lemma 6: Ses (J,~) ein A-Matroid. Dann ist A C J genau dann abgeschlossen,

wenn A A-abgeschlossen ist.

Beweis: Sicher ist jede abgeschlossene Menge a fortiori A-abgeschlossen (vgl.(15)).
Fir die umgekehrte Richtung kénnen wir (J, —) 0.B.d.A. zusammenhéngend annehmen.
Wir gehen induktiv vor. Die Behauptung gilt klarerweise fiir triviale A-Matroide.
In dem zum Dreiecksgraphen G(V, J) gehérigen A-Matroid (J,—) sei gemss Induk-
tionsvoraussetzung jede A-abgeschlossene Teilmenge auch abgeschlossen. Wir be-
trachten den durch (A2) definierten Dreiecksgraphen G(V?, J!) und fixieren eine A-
abgeschlossene Teilmenge A’ C (J!,—). Es ist die Abgeschlossenheit von A’ zu zeigen.
L Fall: A'C J. Da A’ erst recht A-abgeschlossen in (J, ) ist, ist A’ gemass Induk-
tionsvoraussetzung abgeschlossen.
2. Fal: A’ = Au{uw}, A C J. Klarerweise ist A A-abgeschlossen in (J,—) und
damit abgeschlossen (Induktion). Ausserdem ist uv ¢ A (denn uv,uw € A’ im-
plizierte vw € A’). Es sei also (C\ {p}) C A’ ein "Fastkreis®. Es ist p € A’ zu
zeigen. Ist (C'\ {p}) C A, so ist p € A, da A abgeschlossen ist. Andernfalls muss
die Liicke p gerade gleich vw sein und da (C\ {p}) # {wy,uv} (da uv ¢ A), ist
(C\{p}) = {wu,vuy,..., 451 Un, unv} mit n > 1. Dann ist aber {uy;, ..., uv} ein
Fastkreis in A mit Liicke uv, im Widerspruch zur Abgeschlossenheit von A. Dieser Fall
tritt also gar nicht ein, _
3. Fall: A'= AU {vw}, AC J. Analog zum 2. Fall.
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4. Fall: A’ = Au{uw,vw}, AC J. Wieim 2. Fall schliesst man, dass A abgeschlossen
ist. Da A’ A-abgeschlossen ist, ist uv € A. Sei wieder (C \ {p}) C A’ ein Fastkreis und
sei 0.B.d.A. (C\ {p}) € A. Ist die Liicke p gleich uw oder vw, so ist nichts zu zeigen.
Andernfalls ist (C'\ {p}) = Ci U {uw,wv} UGy = {uptin—y,..., 410} U {uw, wo} U
{vvs,...,¥m—1Um}, wobei0.B.d.A. C; # @ oder C; # 0. Dann ist aber C; U{uv}UC;
ein Fastkreis in A mit Liicke p, was p € A C A’ impliziert. ]

Inskiinftig werden wir Dreieckmatroide (J, —) mit (J, D) bezeichnen, was nach obigem
Lemma gerechtfertigt ist. Man beachte, dass es in einem Polygonmatroid (J, —), das
kein Dreieckmatroid ist, A-abgeschlossene Mengen geben kann, die nicht abgeschlossen
sind, z.B. {5,3,9} in Fig.4:

14

5 g Fig. 4 (=Fig1t0)

Wir brauchen einige weitere einfache Tatsachen iiber A-Matroide. (J,D) =
[Ti=1(J, D;) bezeichne stets die Zerlegung von (J, D) in seine ” Zusammenhangskom-
ponenten”. Dann gilt:

7 J|= Ji d 1<i<3) || =2|Di| +1,

(17) ||;||'m (VI<i<s) |hi|=2|Di| +

(18) rg(J)=trg(J.-) und (V1<i<38)rg(f;)=|Di]+1
=1

(17) und die erste Gleichung von (18) sind trivial. Die zweite Gleichung ergibt sich
unschwer mit (14) und Induktion nach |D;].
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Sei nun (J,D) ein nichttriviales, zusammenhingendes A-Matroid. Unter einer
(J, D}-Aufzdhlung verstehen wir eine Permutation (po, g1, p1,92,p2, - ..,q¢, pt) von J,
derart dass V1 < i <t ein r; € {po,q1,p1,...,Gi~1,pi—1} mit {r;,qi,p;} € D existiert
(fir { = 1 st ro = po). Mit (A2) und Induktion nach |D| folgt leicht, dass dann
{{ri,pi,ai} | 1 < i < t} schon gleich D sein muss. Ebenso sieht man, dass es zu jeden

po € J eine (J, D)-Aufzahlung (po,q1,p1,...,q:,pt) gibt.

Fiir gewisse Matroide bedeutet ”abhingig” soviel wie ”linear abhingig”. Genauer:
Sei (J, —) ein Matroid und k ein Korper. Eine k-lineare Darstellung von (J, —) ist eine
Abbildung w: J — E (E k-Vektorraum), derart dass fiir alle A C J gilt:

A abhingig <= w(A) linear abhingsy.

Ist (J,~) einfach, so ist w : J — E klarerweise injektiv und man kann ferner 0.B.d.A.
dim(E) = rg(J) annehmen. Ein Matroid, welches eine k-Darstellung besitzt, heisst
E-Matroid und Matroide, welche iiber jedem Korper k eine k-Darstellung besitzen,
heissen reguldr. Es ist nicht schwer, zu beweisen, dass alle Polygonmatroide regulir
sind (Welsh{26],5.148). (Man unterscheide k-lineare Darstellungen von Verbénden (1.1)

und k-lineare Darstellungen von Natroiden. Im nichsten Abschnitt werden wir k-

Darstellungen von Polygonmatroiden zur Konstruktion von k-Darstellungen gewisser
Verbande verwenden.)

Ein Verband L endlicher Linge heisst semimodular (9],8.172), falls
(ry (Va,b,c,de L) (a>bundaft /c/d = c>d.

Klarerweise ist Semimodularitit eine Abschwichung von Modularitit. Auch in semi-
modularen Verbinden endlicher Linge haben je zwei maximale 0 — b-Ketten stets die

gleiche Lange &(b), doch gilt statt (9) nur noch

9y (Va,be L) 6(avb)+6(anb)<b(a)+6(b)
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(Gleichheit fiir alle 4,5 ist dquivalent zur Modularitit.) Fir ein beliebiges Matroid
(J,-) ist die durch C partiell geordnete Menge L(J,-) .= {AC J| A=A} ein Ver-
band mit AAB = ANBund AVB = AUB und aus (M1) folgt leicht die Semi-
modularitat von L(J, —) ([1],5.37). In 1.4 werden wir vom unten stehenden Diagramm
Gebrauch machen. (Fig.5 ist ibrigens gleich dem Verband, der auf dem Buéhdeckel
von Crawley-Dilworth|6] abgebildet ist.)

1.4 Endliche Dreieckverbande

Ein endlicher, modularer Verband L heisse Drejeckverband (A-Verband), falls
J(L) derart zu einem Dreieckmatroid gemacht werden kann, dass mit D(L) := D(J(L))
gilt:

(A4)  rg(J(L)) =6(L),
(45) (M{p,q,r}€D(L)) pvg=pVr=gqVr.
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Fig.6 bis Fig. 12 stellt jeweils einen Dreieckverband L mit zugehorigem A-Matroid
(J(L), D(L)) dar. Die zu einem Dreieck A € D(L) gehorigen Irreduziblen tragen dabei
die gleiche Ziffer z (2 < |D(L)|). Der Leser mége verifizieren, dass auch #M(3) in Fig.2
ein A-Verband ist (das A-Matroid besteht aus 7 Zusammenhangskomponenten).
Wie man anhand von Fig.8 (a),(b) sieht, ist das Dreieckmatroid (J(L), D(L)) eines
Dreieckverbandes L i.a. nicht eindeutig bestimmt (immerhin ist die Anzahl der
Zusammenhangskomponenten eine Invariante; Satz 10(i)). Umgekehrt kénnen nicht-
isomorphe Dreieckverbdnde identische Dreieckmatroide besitzen (Fig.8(a),Fig.9).
Eine bijektive Korrespondenz hat man nur fir |D(L)| < 2 (Satz 11).

Aus Fig.13 ist ersichtlich, dass M, kein Dreieckverband ist (und ebensowenig M; fiir
¢ > 5). In 1.6 behandeln wir zwei weitere illustrative Gegenbeispiele.

In Satz 2 wurde gezeigt, dass M3 eine "gute Darstellungstheorie” besitzt. Wir
wollen diesen Begriff nun exakt definieren. Ein endlicher, modularer Verband L heisse
gut, falls fir jeden Korper k die Isomorphieklassen [p] der unzerlegbaren k- Darstel-
lungen p bijektiv den einfachen Faktoren von I entsprechen:

{l¢] | p unzerlegbare k-Darst. von L} By ap(L) : [p] ~ kerp.

Wir erinnern an dieser Stelle an die Konventionen (3) und (4), die in der ganzen Arbeit
giiltig sind. Ebenso sei wiederholt, dass k nicht kommutativ zu sein braucht. Ziel dieses

Abschnitts 1.4 ist der Beweis des folgenden Hauptsatzes.
Satz 7: Jeder A-Verband st gut.

Zuerst werden wir ein Kriterium beweisen, dass die k—Darstellbarkeit eines Ver-
bandes L zuriickfihrt auf die Existenz eines gewissen k-Matroides auf J(L). (Ein mo-
dularer Verband L endlicher Lange heisse k-darstellbar, falls eine treue k-Darstellung
von L existiert.) Daraus ergibt sich als Korollar 9, dass jeder A-Verband L iiber jedem
Korper k eine treue Darstellung p[L, k] : L — L(E) besitzt. Anschliessend zeigen wir,
dass fiir jeden A-Verband L und jedes 8 € sp(L) auch Ly ein A-Verband ist, dessen
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A-Matroid zusammenhangend ist (Satz 10). Satz 13 besagt, dass simtliche treuen k-
Darstellungen p eines einfachen A-Verbandes L zu p|L, k] isomorph sind und in Satz
14 wird gezeigt, dass jede k-Darstellung p eines A-Verbandes L in eine (eventuell
unendliche) Summe von k-Darstellungen ~ p[Lg, k] o 75 (8 € sp(L)) zerfillt. Damit

ist Satz 7 dann bewiesen.

Wie erwihnt, befassen wir uns zunichst mit der k~Darstellbarkeit beliebiger mo-
dularer Verbande endlicher Linge.

Ein Verband L heisst 2distributiv, falls
(Va,b,c,de L) an(bvevd)=(@A(bVe)V(aadvd)V(anlcvd).

Analog zu (12) (* 1-distributiv”) gilt dann auch die duale Gleichung. Man kann zeigen,
dass L genau dann 2-distributiv ist, wenn L keine projektive Ebene L(k3) als Unter-
verband enthalt, insbesondere ist jeder gute Verband 2-distributiv (vgl.[1],S.121). In
Jénsson-Nation|18] wird gezeigt, dass jeder modulare, 2-distributive Verband endlicher
Lange diber jedem Kérper k mit |k| > || eine treue k-Darstellung besitzt.

Der nichste Satz beleuchtet die Frage der k-Darstellbarkeit von einem matroidtheo-
retischen Standpunkt aus. Der Beweis ist zum Beweis in [18] ”disjunkt”. (Problem:
Lésst sich der komplizierte Beweis in [18] mit dem Kriterium aus Satz 8 vereinfachen?)
Ist (J,<) = (J(L),<) die partiell geordnete Menge der irreduziblen Elemente eines
Verbandes L, so ist I C J ein Ideal, falls mit p € I auch {p € J | o < p} C I ist.
Fiir jedes ¢ € L sei J(a) := {p € J | p < a} das durch a bestimmte Ideal und es sei
L(J,<) = {I C J | I Ideal}.

Satz 8: Fir jeden modularen Verband L endlicher Linge und Jjeden festen Korper k
gelten folgende Aussagen.
(i) L sst k-darstellbar <= (J,<) tragt ein k-Matroid (J,<,—) mit
(A4) rg(J) = 6(L) und (AS)' (Va € L) J{a) = J(a).
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(ii) Ist L k-darstellbar und (J,<,-) das zugehirige geordnete Matrosd, so ist
L(J,£,-) = L{J, =) N L(J, <) esn Unterverband von L(J,~) und
p:L—L(J,<,-) : ar J(a) sst ein Verbandsisomorphismaus.

Beweis: (i). Sei zunichst eine treue, d.h. injektive, §(L)-dimensionale Darstellung
p: L — L(E) gegeben. Fiir jedes p € J wihle man einen Vektor w(p) € pp \ gp.
Dafir p £ g ppNpg = p(p Aq) C pP, erhalten wir so eine injektive Abbildung
w:J — E Setzt man (VX C J) X := {p € J | w(p) € (w(X))}, so ist (J,-)
trivialerweise ein k-lineares Matroid. Zum Nachweis von (A5)’ sei p & J(a). Dann ist
paNpp C pp, also w(p) & pa 2 (wJ(a)) und somit p & J(a). Zum Beweis von (A4)
geniigt es wegen dim(E) = §(L), zu zeigen, dass (Va € L) dim{wJ(a)) > 6(a). Ist
¢ € L und gilt die Behauptung fiir ein @ < a, s0 sei p € J(a) \ J(@). Nach (A5) ist
w(p) € (wl(a)} \ {wJ(@)), was dim{wJ(a)} > dim{wJ(8)) + 1 > §(a) impliziert.
Sei umgekehrt (J, <) gleichzeitig ein Matroid (J, <, —), das eine (A4), (A5)’ erfiillende
k-Darstellung w : J — F besitze (mit 0.B.d.A. dim(E) = rg(J)). Wir setzen

p: L~ L(E) : aw (wi(a))

Wegen (Ad4) ist jedenfalls dim(E) = rg(J) = §(L). Es bleibt zu zeigen, dass p ein

injektiver Homomorphismus ist. Die Injektivitat ist ein Nebenprodukt von
(19) (Va,beLl) (a<b < pa<pb) und (a <b = pa < pb).

Beweis von (19). == in der ersten Aussage ist trivial. Zum Beweis von <= sei
a £ b. Dann existiert ein p € J(a) \ J(5) 22" J(a) \ T(B). Nach Definition einer
k-Matroiddarstellung ist somit w(p) € (wJ(a)} \ (wJ(b)}, also pa £ pb.

Aus a < b folgt daher dim(pb/pa) > 1, aber dim(pb/pa) > 1 ist wegen dim(E) = 6(L)

klarerweise unmoglich. Damit ist auch der zweite Teil bewiesen.

) Sesen L, L' semismodulare Verbinde endlicher Lange.
20
Dann st jede Abbsldung p: L — L' mit (19) ein V-Homomorphismus.
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Beweis von (20). Wir zeigen (Va,b € L) p(avb) = paVpb mit Induktion nach §(a)+6(b).
Dabei konnen wir wegen der Monotonie von p 0.B.d.A. a und b als unvergleichbar
annehmen. Sei 6(a)+&(b) > 2. Man wihle ein @ < 6. Wegen (9)" ist dann avb=aVb
oderiivb< aVb. Im ersten Fall ist paV pb < p(a vV b) = p(a Vv b) 1nd. 53 v pb < pa v pb.
Im zweiten Fall ist pa < p(a v b) und gemiss (19) p(@ v b) < p(a Vb), pa £ p(G Vv b),
mithin p(@ Vv b) V pa = p(a v b). Nach Induktionsvoraussetzung ist p(@ v b) = pa v pb.
Daraus ergibt sich p(a v b) = pa V pb.

Sind L, L' modular, so folgt dual zu (20) auch die A-Treue von p : L — L'. Alterna-
tivbeweis: p(a A b) C pa A pbund 6(p(a A B)) 2 6(a A b) & 6(a) +5(8) - (a V) =
6(pa) + 8(sb) — 8(p(a v 5)) B 5(pa) + 6(pb) — 6(pa v pb) = 5(pa A pb).

(ii). Wegen (A5)' ist J(a) = J(a) und somit p wohldefiniert. Die Injektivitat folgt
sofort aus ¢ = V\J(a). Fiir a,b€ L ist p(a Ab) = J(a Ab) = J(a) N J{B) = pa A pb
und p(a Vb) = J(a vb) = J{aJ U J(b) = paV pb. Die Inklusion D bei * ist trivial. Um
C zu zeigen, miissen wir von der k-linearen Matroiddarstellung w : J — E Gebrauch
machen: p € J(a V) = w(p) € (wi(avE) & (wi(a)) + (wIh) = (w(J(a) U
J(5))) = p € J(a) UJ(b). Somit ist Im(p) € L(J,-) Unterverband und p : L — Im(p)
ein Isomorphismus. Zum Nachweis von Imp = L(J,<,-) sei X € L(J,<,~) ein
abgeschlossenes Ideal. Dann ist X =X = (J,cxx J() = Vpex o9 € Imp. [

Bevor wir zu den Anwendungen von Satz 8 kommen, wollen wir sehen, ob die
Aquivalenz (i) auch fiir semimodulare Verbénde gilt.
Ist L ein semimodularer Verband endlicher Linge, der nicht modular ist, 8o existieren
Elemente a,b € L mit §(a Ab) +8(a Vb) < 6(a) + 6(b). Eine dimensionstreue, V-treue
Abbildung p: L — L(E) kann daher nicht A-treu sein, denn es ist § (p(anb)) =6(an
b) < 6(a)+6(b) - (av'b) = 6(pa)+6(pb) — 6(pa+ pb) = 6(pan pb). Ein semimodularer
Verband L endlicher Linge heisst daher k-darstellbar, falls ein k-Vektorraum E mit
dim(FE) = §(L) und ein injektiver, dimensionstreuer V-Homomorphismus p : L — L(E)

existieren.
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Aus dem Beweis von Satz 8 (i) ergibt sich sofort, dass die Existenz einer k-Matroid-
struktur auf J(L) mit (A4), (A5)’ auch fir semimodulare L noch hinreichend fiir
k-Darstellbarkeit ist. Das folgende Beispiel zeigt aber, dass die Bedingung nicht mehr

notwendig ist!

Es sei k := Zj und z,y,2 sei Basis eines Zg-Vektorraumes E. In Fig.14 sind
ein semimodularer Verband L, sowie eine V-treue Zy-Darstellung p : L — L(E)
angegeben. Angenommen J(L) = {1,2,3,4,5,7,8} trigt eine Zy-Matroidstruktur
(J, —) mit (A4) rg(J) = 6(L) = 3. Wegen |J]| = 7 ist dann (J, —) ~ (E'\ {0}, —), wobei
X = (X) \ {0} fir alle X C E'\ {0}. Klarerweise gibt es dann keine abgeschlossenen
Mengen der Kardinalitit 2, d.h. (AS5)’ ist fir a = 4,5, 7, 8 verletat.

6 +
Gty Gy 6o e

\4 /< 2)& 5 /
v \87\/)/ R
% Fig 14
Nach diesem kurzen Abstecher betrachten wir von nun an nur noch Darstellun-
gen rodularer Verbande, die per definitionem V- und A-treu sind. Gibt es Klassen
modularer Verbinde, fiir welche das Kriterium (i) aus Satz 8 schnell verifizierbar ist?
Man sieht leicht, dass fiir jeden endlichen, distributiven Verband L gilt |J(L)| = 6(L)
(vgl.[9],8.62 oder kombiniere (10),(13),Korollar 4). Fassen wir J(L) als freies Matroid
auf (d.h.(VX C J) X := X), so sind (A4) und (AS5) trivial erfiillt, woraus mit Satz 8
die universelle k-Darstellbarkeit von L, sowie die wohlbekannte Tatsache L ~ L(J, <)
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folgen ([9],5.62). Dies ist bloss ein Spezialfall von

Korollar 9: Ses L ein A-Verband. Dann gelten folgende Aussagen.
(1) Zu jedem Korper k ezistiert eine k-Matroiddarstellung w : J(L) — E, derart dass
plL, k) : L — L(E) : e (wJ(a)) esine treue k-Darstellung von L fst.
(ii) pL]): L — L(J,D,<) := L(J, D) N L(J,<) : a++ J(a) ést esn Verbandsisomor-

phismus.

Beweis: Als Polygonmatroid ist (J(L), D(L)) iiber jedem Korper k darstellbar.
(A4) gilt definitionsgemass. Aus (A5) folgt sofort, dass alle Teilmengen von J{L) der
Form J(a) A-abgeschlossen sind (Def.(16)). Gemiss Lemma 6 sind sie dann auch
abgeschlossen, d.h. es gilt (A5)’. Mithin ergeben sich (i) bzw. (i) aus Satz 8 (i) bzw.
(ii). O

Ist [ A-Verband mit Zusammenhangskomponenten (J, D) = [[;=,(J¢, Df), so
ist (Va € L) J(a) = Ui, 7*(a) := U, (J(a) N J*). Da der Abschluss von X C J
”komponentenweise” gebildet wird, konnen wir das p := p[L] aus Korollar 9 auch als
subdirekte Darstellung '

p:L—rHL(J‘,D‘,S) tar (Ja)|1Li<s)
=1

auffassen. Der nichste Satz besagt v.a., dass alle Faktoren p; := 7; o p einfach sind.

Satz 10:

(i) Far jeden A-Verband L mit (J(L), D(L)) = [Ii=1(J%, D¥) ist 8 = |sp(L)| und
es ist {J° | 1 < i<} ={J0L) |0 € sp(l)} (fir JOL) = Ji(L) setze
DO(L) := D(L)). Weiter ist fir alle 0 € sp(L) Ly ein A-Verband mst D(Lg) =
{{mgp, mpq, 5pr} | {p,q,7} € Db (L)}. Insbesondre sst L genau dann ein ein-
facher A-Verband, wenn (J(L), D(L)) zusanmenhiingend ist.

(ii) Stnd umgekehrt alle Faktoren Ly (0 € sp(L)) des endlichen, modularen Verbandes
L A-Verbinde, so ist auch L ein A-Verband mit (J(L), D(L)) =

Ioeppr) (J2(L), DO (L)), wobei DO(L) = {{ogp, 090,047} | {p,4,7} € D(Lg)}.
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Beweis: (i). Wir verwenden stillschweigend Lemma 3 und Korollar 4. Es ist
{kerpi | 1 < ¢ < 8} = sp(L) zu zeigen, wobei wie oben p; : L — L(J*, D) durch

a +— J¢(a) definiert ist. Dazu notieren wir zunichst die trivialen Ungleichungen
(21) (V1<i<sg) 6(L;)=8{w*(1)) < dim{wJ*(1)) = rg(J%).

Ist nun p € J*, so impliziert p ¢ J*(p) = J¥(p) (Lemma 6), dass w(p) ¢ (wJ*(p)).
Also ist p;p # pip. Dies bedeutet aber kerp; C 6;, wo 8; die gemiss Lemma 5 (ii)
eindeutig bestimmte Kongruenz aus sp(L) mit J*(L) C J%(L) ist. Die hierdurch
gestiftete Surjektion {p; | 1 << 8} — sp(L) : p; + 6; muss nun wegen

@9 5= 07 W\ 570> T 1)
(22) 6(L)"= ;fg(-f ) 2 ;6(13«) > ;5(130.-) 2 HE‘XP%L)&(LI)) ='6(L)
auch injektiv sein und es muss (V1 < ¢ < 8) kerp; = 6; gelten.
Sei 8 € sp(L). Dawp : L — Ly die Zusammenhangskomponente J' 9 (L) bijektiv und ho-
momorph auf J(Lg) abbildet, wird J(Lg) unter D(Ly) := {{ngp, 7gq, 7y} | {p,9,q} €
DP(L)} zu einem A-Matroid mit (A5). Wegen rg(J(Lg)) = rg(J9(L)) @ 5(Lg), gilt
auch (A4), d.b. Ly ist ein A-Verband.
(ii). Sei 8 € sp(L). Da gg : Ly — L J(Lp) bijektiv und V-treu auf JO(L) abbildet,
wird Jo(L) unter DY (L) := {{ogp, 099,047 | {p,q,r} € D(Ly)}) zu einem zusam-
menhingenden A-Matroid mit (AS). Setzte (J(L), D(L)) := [Lpz) (VO (L), D? (L));
dann ist wegen rg(J(L)) = Zrg(J9(L)) = Lro(J(Lg)) = T6(Lg) 2 6(L) L ein
A-Verband. [

Mit Korollar 9 und Satz 10 konnen die einfachen Faktoren Ly ~ {J' ba)jael}C
L(J?, D8, <) eines Dreieckverbandes L bestimmt werden (der Leser moge dies fiir das
L aus Fig.12 durchfihren). Dabei geniigt es, die Faktoren Ly mit |JO(L)] > 5 su
berechnen, denn fiir |J9(L)| =1 bzw. 3 bzw. 5 ist (unabhangig von L) stets Ly ~ D,
bzw. Lg ~ My baw. Ly ~ My 3 (:= zwei M3 iibereinander statt drei, wie in M 3 3).
Mit anderen Worten:
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Satz 11: Sei L ein endlicher, modularer Verband. Dann gelten folgende Aquivalenzen.
(i) L ist A-Verband mit (V8 € sp(L)) |JO(L)| = 1 <= |J(L)| = 6(L)
<= L € {Dy}¢ <= L distributiv.
(ii) L ist A-Verband mit (V0 € sp(L)) |J9(L)| < 3 <> L € {Ms}e.
(iii) L ist A-Verband mit (V0 € sp(L)) |J9(L)] < 5 <> L € {M33}e.

Beweis: (i). Sei L A-Verband mit (V0 € sp(L)) |J(L)] = 1. Gemiss Satz 10
ist fiir alle § € sp(L) Ly ein A-Verband mit |J(Lg)| = 1 = rg(J(Lg) = 6(Lg), d.b.
Lg ~ Dy, was aquivalent zur Distributivitat von L ist (vgl.(13)). (V0 € sp(L)) Ly ~ D,
impliziert wiederum [J(L)| %! Topiy L) = Top(ry1 = Lep(z)8(Lg) X 6(L).
Sei nun L endlicher, modularer Verband mit |J(L)| = §(L) =: s. Fassen wir J(L) =
{r',...,p°} als A-Matroid (J(L),0) := [T;_, ({r'},0) auf, so gelten (A4), (AS5) und L
ist ein A-Verband mit (V8 € sp(L)) |J9(L)| = 1.
(ii). Ist L A-Verband mit (V8 € ap(L)) J? (L) ~ — oder \/, so folgt aus Satz 10
(i) (¥6 € sp(L)) (1V(Lg)| = 6(Lg) = 1) oder (|J(Lg)| = 3, 6(Lg) = 2), was offenbar
(V6 € sp(L)) Lg ~ D; oder Ly ~ Mj impliziert. Ist umgekehrt L € {M3}¢, so folgt
aus (11) unmittelbar (V0 € sp(L)) Ly ~ D oder Ly ~ M3. Also ist L nach Satz 10
(ii) ein A-Verband.
(iii). Ist L € {Ms3}®, so iiberlegt man sich mit (11) leicht, dass (V0 € sp(L)) Ly ~
Dj oder Ly > Ms oder Ly ~ M 3. Nach Satz 10 (ii) ist L somit A-Verband. Die
umgekehrte Richtung ist etwas schwieriger. Es bleibt zu zeigen, dass ein A-Verband
L mit (J(L), D(L)) zm zu M3 3 isomorph sein muss. Dazu fassen wir L gemiss
Korollar 9 als Unterverband von L(\/\) auf (siehe Fig.5). A(L):={p€ L |0<p}C
J(L) bezeichne die Menge der Atome von L. Wir fiihren eine Fallunterscheidung nach
|A(L)| durch. [A(L)| = 5: In diesem Fall ist offenbar L = L(\/\), was unméglich ist, da
L(\A\) nicht modular ist (z.B. ist 2 < 25, aber (2V14)A25 # 2V (14A25)). |A(L)] = 4:
Ist A(L) = {1,2,3,4}, so ist 15 oder 25 das fiinfte Irreduzible, was in jedem Fall zum
Widerspruch 5 € A(L) fiihrt. Andernfalls ist 0.B.d.A. A(L) = {1,2,4,5}, woraus aber
der Widerspruch 3 = 123345 € A(L) folgte. |A(L)] = 3: Es sei J(L) = A(L)U{p,q}.
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Ist A(L) = {1,2,4}, so folgt {p,q} C {15,25,345}, was 5 € A(L) implizierte. Daher
ist 0.B.d.A. A(L) = {1,2,3} und es ist {p,q} C {14,24,345,15,25}. Aus {p,q} C
{14,24,345} folgte 4 € A(L) und aus {p,q} C {345,15,25} folgte 5 € A(L). Ist
{r,q} = {14,25} oder {p,q} = {15,24}, so ist L nicht modular (betrachte 2,p,q).
Also muss {p,q} gleich {14,15} oder {24,25} sein. In beiden Fillen ist L ~ Mj3.
|A(L)] £ 2: Dieser Fall ist trivialerweise unmoglich, da dann in jeder dreielementigen
Menge {p,q,r} C J(L) zwei vergleichbare Elemente wiren. []

Bemerkung: In Avann|2),Thm.4.6 wird die Aquivalens ”|J(L)| = 6(L) <=
L dssirsbulsv” rein verbandstheoretisch hergeleitet.

Sei p: L — L(E) eine Darstellung eines modularen Verbandes. Ist £ = X & X,
eine Zerlegung von p, so ist px : L — L(X) : a — pan X gemiss Satz 1 ein
Homomorphismus, d.h. es gilt

(Va,b€ L) (pa+pb)NX = (pa X) +(pbN X)

(%) und (X + pa) N (X + pb) = X + (pa N pb).

Die zweite Gleichung in (23) ist aquivalent zur ersten ( (X, pa,pb) bilden ein sog.
”distributives Tripel”; vgl.Bi[4],5.37). Ist umgekehrt ein Teilraum X C E mit der
Eigenschaft (23) gegeben, so ist es unbekannt, ob X stets Summand einer Zerlegung
von p ist (vgl.(36) ff.). Ein X C E mit (23) moge aber Pseudosummand(von p) heissen
und die Darstellung L — L(X) : a — paN X sei auch mit px bezeichnet (in G-
P{8],5.74 werden solche X "admissible subspaces® genannt). Das folgende Lemma
bildet das Kernstiick von Satz 13 und Satz 14. Im Hinblick auf 1.5 lassen wir auch
unendliche Verbinde L zu.

Lemma 12: Ses p : L — L(E) Darstellung eines modularen Verbandes L und ses
X C E ein Pseudosummand von p. Ferner ses V := p(L) und # : V — Lo sei
ein Epimorphismus auf einen einfachen A-Verband Ly, derart dass keinste Urbilder
0 : Lo — V emstieren. Dann ezistiert 2u jedem py € J(Lo) und jedeﬁ weX+opo\
X +5po ein W C E, derart dass gilt: '
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(i) W ist Pseudosummand mit dim(W) = 6(Lo) und kerpw = kern o p,
(i) we XOW und X ®W ist Pseudosummand mit der Eigenschaft
(VAeV) (XeW)nA=(XnA)® (W nA).

Beweis: Im folgenden bezeichnen fiir p,g,r,... aus J(Lo) (ev. mit Indices) die
Grossbuchstaben P,Q, R, ... jeweils die Bilder unter ¢ : Ly — V. Ist Ly ¢ Dy,
d.b. D(Lo) # @, so fixieren wir eine (J(Lo), D(Lo))-Aufz3hlung (po,q1,p1,...,q:, pt)
gemass S.16. Zerlegt man w in w = z+ w(pg) € X+ Py, s0 ist wegen w & X + By auch

(24) w(po) € Po \ (X + o).

(mit po ist auch Py irreduzibel (Lemma 3). Ist V unendlich, so braucht allerdings kein
Vorginger Py < Py zu existieren. In diesem Fall moge (24) eine Abkiirzung sein fiir
(VA < Po)w(po) € Po \ (X + A)). Man zerlege nun w(py) in w(po) = w(q:) + w(p1) €
@1+ P (wegen (AS) und der Supremumstreue von o ist Q; + P; 2 Py). Allgemein
zerlege man w(r;) € R; in w(r;) = w(g;) + w(ps) € Qi + P (r; wie auf S.16). Es sei

(25) W = (w(po), wips),..., w(pt)) (fir D(Lo) = 8 ist ¢ =0)

Trivialerweise sind fiir D(Lo) # @ alle w(g:) € W. Dass die Vektoren w(py), ..., w(p:)
linear unabhéngig sind, wird sich spiter ergeben.

(26) (Vre J(Lo)) w(r) € R\(X+R).

Beweis von (26). Gemass (24) gilt (26) fir r = po. Es geniigt, (26) fir p1,q
nachzuweisen (Induktion). Angenommen w(p;) € X + P;. Dann ist w(po) = w(p1) +
wg) € X+P)NX+B+Q) D X4+ RnB+@) & X+ 5, im
Widerspruch zu (24). Dabei gilt *, weil P; + Q; # Po. Andernfalls folgte namlich
nve > w(ﬁ + @1) 2 7Py = po, im Widerspruch zu Lemma 5 (i)! Ebenso schliesst
man, dass w(g:) & (X + @1).

W ist Pseudosummand mit ker pw = kerx o p, genauer gilt: (Vc € Ly)

) (VAenYc)) ANW = (X + A)nW =W, := (wJ(c)) und dim(W,) = 6(c)‘.
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Beweis von (27). Klarerweiseist W, C ANW C (X + A)NW fiir alle A € 7~1(c). Um
an beiden Stellen Gleichheit zu zeigen und zum Nachweis der iibrigen Behauptungen
beweisen wir ahnlich wie in (19) zunichst

(Ve,d€Ly) c<d<>W.<W,

2
) <> (JAer(c))@B € n~1(d)) (X + A)nW C (X + B)nW.

Beweis von (28). Ist ¢ < d, so ist trivialerweise W, C Wy und (X +0c) "W C
(X+od)nW. Sei nun ¢ £ d. Wir behaupten, dass dann W,  W; und dass (VA €
11(c)) (X+A)NW € (X+od)nW. Seidazu r € J(c)\J(d) fixiert. Dann ist w(r) € W,
und w(r) € (X + A)NW fiir alle A € 7-1(c), aber es ist w(r) & (X + od) "W D Wy,
denn sonst folgte w(r) € (X + od) N (X + R) @) x4+ (6dNR)C X + R (wegenr £ d
ist R £ od). Dies ist ein Widerspruch zu (26).

Aus (28) folgt (Ve € Lo) dimW, > 5(c). Da andrerseits dim(W) = |D(Lo)| + 1 49
rg(J(Lo)) 4 6(Lo), muss Gleichheit gelten. Wire fiir ein A € 7-1(c) W, C (X+4)n
W, d.h. dim(W,) < dim((X + A)NnW), so ergabe sich mit (28) sofort der Widerspruch
dim(W) = dim(W;) < dim((X + E) N W) = dim(W). Damit ist (27) und insbesondre
(i) bewiesen.

Mit A = (0) erhalten wir aus (27) (0) = X NW und somit w = z + w(po) € XD W.
Ausserdem folgt (VA € V) (X + A)NW = (AnW) = (XnW)+(AnW), was
aquivalent zur Gleichung in (ii) ist ("distributives Tripel”). Daraus und weil X und
W Pseudosummanden sind, folgt schliesslich, dass auch X & W Pseudosummand ist:
XeW)n(A+B)=(Xn(A+B)oeWn(A+B))=(XnA)+(XnB)+(Wn
A+(WnB)=((XeW)nA)+(XeW)nB). O

Satz 13: Set k ein beliebiger Korper und Lo esn esinfacher A-Verband. Dann sind je
zwes treue k-Darstellungen p : Lo — L(E) und o’ : Lo :— L(E’) isomorph.

Beweis: Essei V := pLg, V' := p/ L und fiir alle @ € Ly sei A := pa und A’ := p'a
(analog fiir andre Buchstaben). Es ist ein Vektorraumisomorphismus ¢ : E — E
anzugeben, der den Verbandsisomorphismus p’ o p~1 : V — V' indugziert. Ist Ly ~ Ds,
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so tut’s ein beliebiger Isomorphismus ¢ (beachte Konvention (3)). Andernfalls fixieren
wir eine (J(Lo), D(Lo))-Aufzahlung (po,q1,p1,...,q,p:) und wenden Lemma 12 auf
den Fall 7 := idy und X := (0) an, d.h. wir zerlegen ein beliebiges w(po) € Po \ B}
entlang der (J(Lo), D(Lo))-Aufzahlung und erhalten so Vektoren w(r) € R\ R (r €
J(Lo)), derart dass gilt (vgl.(27)):

(29) w(po),...,w(p:) st Basis von E und (VA€ V) A= (ebJ(a)).

Dito erhdlt man, ausgehend von einem w'(py) € P} \ ﬁz, durch Zerlegung entlang
(po, .- ., G, pt) Vektoren w'(r) € R'\ B (r € J(Ly)), derart dass gilt:

(29)  «'(po),...,w (ps) ist Basis von E'und (VA' € V') A! = (v J(a)).

Wir definieren ¢ : £ — EY durch p(w(p:)) := w'(p;) (0 < i < t). Mit Induktion nach
{ folgt leicht, dass p(w(r)) = w'(r) fiir alle r € J(Lo). Somit ist (VA € V) p(4) =
plwl(a)) = (w'J(a)) = A.O

Da gemiss (7) und Satz 10 (i) jedes homomorphe Bild eines A~Verbandes L selbst
A-Verband ist, kann man sich im folgenden Satz auf die Untersuchung injektiver

Darstellungen p : L — L(E) beschrinken.

Satz 14: Sei k ein beliebiger Korper und L ein A-Verband. Dann ezistiert fiir jede (in-
jektive) k-Darstellung p: L — L(E) eine Zerlegung E = D{Wy ;|0 € ap(L),i € I(6)}
von p, derart dass (V6 € sp(L))(Vi € 1(g)) pwy; ~ plLg, K] o mg.

Beweis: Es sei wieder V:=pL. Wir werden obige Zerlegung nicht in einem Schritt

definieren, sondern ”so lange” Pseudosummanden Wy ; aufsummieren, bis £ aus-

geschopft ist.

(30) Sei X C E Pseudosummand von p und sei w € E \ X. Dann sst w 2u X
sdiungierbar, d.h. es existiert ein W =W'g...9Wm C E (m 2> 1), so dass gflt:
(1) W ist Pseudosummand mit 6; := ker pyy: € sp(L) und dim(W*) = §(Ly,),
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() we XoW und X(w) := X ®W ist Pseudosummand mst
der Eigenschaft VA€ V) (XoW)nA=(XnA) e @~ (Wn A).

Beweis von (30). Es seien ein Pseudosummand X C E und ein w € E \ X gegeben.
Gemass (23) ist die Menge M(w, X) := {A € V | w € X + A} der Raume A, welche
w "einfangen”, ein Filter in V. Da V endlich ist, ist M(w, X) ein Hauptfilter; sein
erzeugendes Element sei mit D(w, X) bezeichnet. Wir teilen den Beweis von (30) in
(31) und (32) auf.

(31) Ist D(w, X) srreduzidel, so sst w zu X adjungierbar.

Beweis von (31). Sei D := D(w, X) und sei xg : V — Ly der den Primquotienten D/D
trennende Faktor (vgl.(8)). Es ist dann D = agpy fiir ein po € J(Ly) (vgl. Beweis von
Lemma 3) und nach Lemma 12 existiert somit ein W1 C E, welches (i), (ii) von (30)
erfiillt.

Ist jedes w € E'\ X mit srreduziblem D(w, X) adjungierbar,

(32) .
80 sst jedes w € E'\ X adjungierbar.

Beweis von (32). Es sei ein w € E'\ X vorgegeben. Ist D(w, X) irreduzibel, so ist w
gemiss (31) zu X adjungierbar. Sei nun D(w, X) reduiibel. Wir werden sogar zeigen,
dass w oberhalb X adjungierbar ist, d.h. w ist zu jedem Pseudosummanden X! D X
adjungierba.r. Wir nehmen das Gegenteil an. Es geniigt, ein reduzibles D(w?!, X!) C
D(w, X) anzugeben, derart dass w! nicht oberhalb X! adjungierbar ist. So erhilt
man induktiv eine unendlich absteigende Kette in V. Sei dazu D(w,X) = D! +
D? (D', D2 €V, D', 0% C D(w, X)) ud w=z+w! +u? € X+ D' + D?. OBAA.
ist w! nicht oberhalb X adjungierbar (wiren w! und w? oberhalb X adjungierbar, so
iiberlegt man sich leicht, dass dies auch fiir w gelten miisste, Widerspruch). Also gibt
esein X! D X, sodass w! nicht zu X! adjungierbar ist. Wegen (31) ist D(w!, X?)
notwendigerweise reduzibel. Da w! von D! eingefangen wird, ist D(w!, X!) C D! C
D(w, X). Dies beweist (32) und somit (30).
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Mit (30) erhalten wir die gewiinschte Zerlegung von p wie folgt. Es sei (eq | 9 < )
eine Basis von E. Wir definieren rekursiv eine aufsteigende Kette von Unterriumen
Xe (E< k)

Xo = (0)
= | Xeleq), falls X¢# E (y:=min{y < x|ep ¢ Xe})
Xewr = {E, 7 sonst "
X) = U Xy fir Limeszahlen )
n<A

Mit Induktion nach § < & beweist man leicht, dass fiir alle § < « gilt: (a) X ist
ein Pseudosummand, (b) (36 < &) Xe = @{Wep | s < &}, (c) alle Wep (1 < &)
erfiillen (32) (i) und es gilt (VA € V) X¢nA = @{WeunA| p < &). (Man iberprife
in (a),(b),(c) insbesondre den Fall £ = A = LimeszahL)
Da {en | n <&} CUeen Xe, ist E=@D{Wepu | € <&, < &} und dies ist wegen (c)
eine Zerlegung von p. Fiir jedes 6 € sp(L) sei {Woili€l0)):={Wepl|E<rpu<
£o,kerpw€." = §}. Fiir alle 0,1 zerlegt sich also die Darstellung L7TE L— L(Wg,;)
in pwy ; =",>W0". og: L— Ly — L(Wp ;). Gemdas Satz 13 ist aber jpwy ; ~ plLg, K.
0O

Bemerkung: Die Methode, einen Vektorraum mit Hilfe der Riume D(w, X)

auszuschopfen, stammt von Gross. In Gf11] wird so in einem unendlich dimensio-
nalen, alternierenden Raum [E, (,)] eine Isometrie ® : E — E konstruiert, welche
einen vorgegebenen Verbandsisomorphismus n : V — V! (V, V! C L(E) endlich und
distributiv) induziert. Dieser Satz (=Satz 24 in Kap. 2) léste beim Autor die Frage
aus: ”Wie stark nichtdistributiv diirfen V, V' iiberhaupt sein, sodass 5 stets linear
indugiert ist?” Satz 13 zeigt, dass die "lineare Indugziertheit” fiir alle A-Verbinde
garantiert ist. In 1.6 werden wir der Frage nachgehen, ob umgekehrt jeder gute Verband

ein A-Verband sein muss.
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1.5 Artinsche Dreieckverbiande

Es sei L ein Dreieckverband. Setzt man © := sp(L), so kann man dies gemiss

Satz 10 auch so ausdriicken:

{mg:L— Ly | 8 €O} ist subdirekte Darstellung von L -
und V0 € © ist Ly einfacher Dreieckverband.

(33)

In Verallgemeinerung der urspriinglichen Definition nennen wir von jetzt an jeden Ver-
band L, der eine Teilmenge ® C C(L) mit (33) zuldsst, einen Dreieckverband (A-
Verband). In diesem Paragraphen wollen wir einige Ergebnisse von 1.4 auf unendliche
Dreieckverbinde ausdehnen. Am einfachsten ist die Verallgemeinerung von Korollar 9:

Satz 156: Sei k ein beliebiger Korper und L ein Dreieckverband. Dann emstiert esn
k-Vektorraum E und esne snjektive Darstellung p[L, k] : L — L(E).

Beweis Es sei eine subdirekte Darstellung (33) fixiert. Zu jedem 0 € © sei Ey
ein §(Lg)-dimensionaler k-Vektorraum und pg := p[Lg, k] : Ly — L(Ep) die treue
k-Darstellung von Ly aus Korollar 9. Setzt man E := @{E | 6 € 6} und definjert

pIL, k| : L — L(E) : a+ (pg(ap) | 6 €©),

go ist p[L, k] klarerweise ein Homomorphismus (komponentenweises Rechnen). Sind
a # b aus L, so existiert ein 0 € © mit ag # by, was pg(ag) # pg(bg), d-b. p[L,k](a) #
plL, k}(b) impliziert. ]

Um auch Satz 13 und Satz 14 zu verallgemeinern, benétigen wir einige Vorbereitun-
gen. Ein Verband L heisst artinsch, falls es in L keine unendlich absteigende Kette f; >
J2> f3 > .- gibt (andre Bezeichnung: L erfiillt die "absteigende Kettenbedingung”,
DCCQ).
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Lemma 16: ([4],[9]) Ses L ein artinscher Verband. Dann gelten folgende Aussagen
(i) Firalle@#FCL ezistiert das Infimum A\F und es ist \F = \Fy fiir geesgnetes
endliches Fy C F, insbesondre besstzt jeder Epimorphismus 7 : L — Lo klesnste
Urbilder 0 : Ly — L.

(i) L besitzt ein grosstes Element 1 genau dann, wenn L vollstindig sst.

Beweis: (i). Angenommen, es gibe ein F C L, derart dass A F nicht existiert, oder
derart dass AF # A F, fiir alle endlichen Fy C F. Zu beliebigem f; € F existiert dann
ein fy ¥ f1 aus F (sonst wire AF = f), d.h. esist f; > fi A fo. Ebenso existiert ein
fsaus Fmit f3 2 fiAfa,db. fi > finhfa > fiAfaAfa. So erhilt man induktiv eine
unendlich absteigende Kette, im Widerspruch zur Voraussetzung. Nun folgt leicht die
Existenz von o, denn fiir alle ¢ € Ly existiert Ax~!(c) und ist gleich einem endlichen
Infimum; mithin ist Az—(c) kleinstes Urbild von .

(ii). Ist L vollstindig, so ist 1 := \/L grosstes Element von L. Sei umgekehrt 1 € L
grosstes Element und sei F' C L vorgegeben. Wegen1€ G:={ge L|(Vf € F) ¢ > f}

ist die Menge der oberen Schranken von F' nicht leer und gemass (i) existiert daher

VF=AG.O

Durch Hinzufiigen eines Einselementes kann also jeder artinsche Verband ”ver-
vollstandigt” werden. Sprechen wir im folgenden von artinschen Dreieckverbanden, so
meinen wir stets solche mit Einselement. Es gelte weiterhin Konvention 3).

Wie fiir endliche A-Verbinde, kann man auch fiir artinsche A-Verbinde [ eine gewisse
Teilmenge sp(L) C C(L) in natiirlicher Weise aussondern.

Lemma 17: Sei L ein artinscher A-Verband mit subdsrekter Darstellung (33). Setzt
man sp(L) .= {# € © | (3c,d € L) ¢ > d und (c,d) & 8}, a0 ist {mg:L—oLyloe
8p(L)} eine minimale subdirekte Darstellung von L : (V8 € sp(L)) A(ep(L)\{8}) #0.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass jeder Primquotient ¢/d in L von genau einer

Kongruenz 8 = §. 4 € © getrennt wird. Klarerweise existiert mindestens ein ¢/d tren-
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nendes § € © (Def. einer subdirekten Darstellung). Géabe es noch ein ¢/d trennendes
¢ # 0 in O, so betrachte man den Epimorphismus 7 := xg X 79 : L — Lo := Lg x Lg.
Es folgt leicht, dass #c/nd auch Primquotient in Ly ist. Dieser wiirde aber von ver-
schiedenen Kongruenzen 6y, 9 € sp(Lo) getrennt werden, im Widerspruch zu (7).

Es seien nun a # b aus L vorgegeben. O.B.d.A. ist a Ab < a. Da L artinsch ist, gibt es
¢,dmit aAb< d < ¢ < a. Fiir 0 := ,,4 € sp(L) ist daher nga # mpb, womit gezeigt ist,
dass {xg : L — Ly | 8 € sp(L)} eine subdirekte Darstellung von L ist. Diese ist kla-
rerweise minimal, denn ein fester Primquotient ¢/d wird von keinem 4 € sp(L) \ {0.,4}
getrennt. [7]

Besitzt ein Verband L eine minimale subdirekte Darstellung mit subdirekt irreduziblen
Faktoren (was nicht immer zutrifft), so ist diese eindeutig bestimmt (D-C[6],11.5).
Somit ist die Bezeichnung "sp(L)” in Lemma 17 gerechtfertigt. Fir endliche A-
Verbdnde fallt die Definition natiirlich mit (8) zusammen.

Nun sind wir in der Lage, Satz 14 auf artinsche Dreieckverbinde auszudehnen.
Zwei Definitionen seien noch vorweggenommen. Ein Element a eines Verbandes L heisst
kompakt, falls aus a < V/F schon a < \/ F} fiir eine endliche Teilmenge Fy C F folgt.
Offenbar besitzt ein irreduzibles, kompaktes p € L stets einen eindeutig bestimmten
Vorganger p < p. Eine Darstellung p : L — L(E) eines vollstindigen Verbandes L
heisst stetig, falls auch fiir unendliche Suprema bzw. Infima p(VF) = Y p(F) bzw.

p(AF) = Np(F) gilt.

Satz 18: Sei k ein beliebiger Korper und L esn artinscher A-Verband. Dann ezsstiert
fir jede injektive, stetige k—Darstellung p : L — L(E) eine Zerlequng E = @{Wﬂ,i | -
0 € sp(L),i € I(8)} von p, derart dass (V0 € sp(L))(Vi € I(6)) Wy~ plLg, k] o mg.

Beweis: Wir gehen den Beweis von Satz 14 durch und prazisieren an einigen Stellen
die Argumentation. Gelingt es, (30) fiir den Fall eines artinschen A_—Verbandos Lz
beweisen, so erhilt man analog zu Satz 14 eine Zerlegung £ = @{Wy; |0 € 6,i €

I(8)} von p mit © C sp(L) (man vergewissere sich, dass beim ” Aufsummieren” der
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Pseudosummanden Wj ; im Beweis von Satz 14 nirgends die Endlichkeit von L ver-
wendet wurde). Da obige Zerlegung von p eine subdirekte Darstellung von L induziert
(5.7) und da sp(L) minimal ist, muss © = sp(L) sein!

Beweis von (30) fir artinsche A-Verbinde. Es seien ein Pseudosummand X CFE
und ein w € E'\ X gegeben. Wieder ist M(w, X) = {A € V| w € X + A} wegen
(23) ein Filter in V. Gemass Lemma 16 ist D(w, X) := [\M(w, X) schon ein endlicher
Durchschnitt, d.h. D(w, X) ist wieder Erzeugendes von M(w, X). Elemente A € V der
Form A = D(w, X) stellen sich als kompakt heraus: Sei dazu F C V und D(w, X) C
supF = }°F (hier verwenden wir, dass p stetig ist; andernfalls konnte supF > ) F
sein). w € X+ Y F impliziert w=2+);_,z; € X+ i, Ai (A €F), dh. T, A
fingt w ein. Also ist D(w, X) C Yiv, Ai.

(31)* Ist D(w, X) srreduzibel, so ist w zu X adjungierbar.

Beweis von (31)*. Da D := D(w, X) kompakt ist, existiert ein Vorginger D < Din V.
Es sei § € sp(V) die den Primquotienten D/D trennende Kongruens. Gemiss Lemma
16 besitzt mg : V — Ly kleinste Urbilder 0g:Lg — V. Es ist dann D = oppy fiir ein
po € J(Lg) und nach Lemma 12 existiert somit ein W! C E, welches (i),(ii) von (30)
erfiillt. Dies beweist (31)*.

Es bleibt der Fall eines reduziblen D(w, X) zu untersuchen. Hierzu kann die Schluss-
weise des Beweises von (32) wortlich iibertragen werden; es wird nur verwendet, dass
V keine unendlich absteigende Kette besitat. []

Es seien p : L — L(E) und p' : L — L(E") zwei Darstellungen eines modularen
Verbandes L mit 0,1. Eine notwendige Bedingung fiir p ~ o/, d.h. fiir die Existenz
eines Isomorphismuses ¢ : £ — E' mit (Va € L) p(pa) = pa ist klarerweise
p und o/ sind sndeztren, d.h. fir alle Quotienten
afb in L gilt dim(pa/ph) = dim(s'a/ ).

In Verallgemeinerung von Satz 13 beweisen wir, dass fiir artinsche A—Verbinde (34)
auch hinreichend fiir die Isomorphie zweier Darstellungen ist. |

(34)
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Satz 19: Ses k esn belsebsger Korper und L esn artinscher A-Verband. Dann sind je
zwes sndextreue, snyeklsve, stelige k-Darstellungen p: L — L(E) und ¢’ : L — L(F)

1somorph.

Beweis: Wir betrachten Zerlegungen E = @{Wy ; | ¢ € sp(L),i € I(8)} von p
bzw. E' = @{Wj . | 0 € sp(L), " € I'(6) } von ¢’ gemss Satz 18. Dann gilt

(35) (V0 € ap(L)) |1(6)] = |T'(0)!.

Beweis von (85). Sei 8 € sp(L) fest. Dann ist 6 = . 4 fiir einen Primquotienten ¢/d
in L. Da alle 9 € sp(L) \ {0} den Prixhquotienten ¢/d identifizieren, ist (V9 € sp(L) \
{oN(Vi € I(9)) CNWy ; = DOWy ; (beachte kerpw',". = ¥) . Somit ist dim(C/D) =
T (dim(C N W ;/DNWy,) | 9 € splL),i € I(9)} = T{dim(C NWp,i/D W) |
i € I(6)} = |I(8)] - 1 = |I(8)|. Ebenso schliesst man dim(C'/D*) = |I'(§)|. Weil nach
Voraussetzung dim(C/D) = dim(C’/D’) ist, folgt die Behauptung.

Man fixiere nun fiir jedes § € sp(L) eine Bijektion I(d) — I'(d) : ¢ — ¢'. Nach
Satz 18 ist (V0 € sp(L))(Vi € I(9)) PWg; ~ plLg, k] o mp ~ pﬁ,o".l. Es existieren
daher Vektorraumisomorphismen g ; : Wy ; — Wé,'-, mit (VA€ V) pp (ANWy ;) =
A nWé'i,. Definiert man ¢ : E — E* durch p|Wy ; := g ; (0 € sp(L),i € I(9)),
so ist (VA € V) p(4) = o(@{AnWp ; | 6 € sp(L),i € I(8)}) = D{4’ nWé,i' |6 e
sp(L),i' €I'(6)} = A", dh. esist p~ p. J

Sind p und ' nicht stetig, so braucht Satz 19 nicht zu gelten, wie man schon an
folgendem, trivialen Beispiel sieht: (eq | # < w+w) sei Basis eines Vektorraumes E und
die Darstellungen p, p’ : w + w + 1 — L(E) seien durch p§ := (eg [ n < §) ({ Sw +w)
bzw. g€ :=p€ (< w), PE:=(en | n <€) (w L E < w+w), p'(w+w) := E definiert.
p und ¢’ sind offenbar injektiv und indextreu (mit (3)), aber fiir ein ¢ : E — E mit
(VE < w) p(p€) = 96 folgt p(pw) = (eq | 1 < w) # pw. Alsoist p £ /.

Auch die Injektivitdt der Darstellungen ist (anders als in Satz 14) fiir unendliche
A-Verbande eine notwendige Voraussetzung, denn ein homomorphes Bild eines un-

endlichen A-Verbandes braucht kein A;Verband mehr zu sein. C. Herrmann wies
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mich auf folgendes Gegenbeispiel hin: In D-H-W/[5] tritt ein Verband K auf, der ein
subdirektes Produkt der einfachen A-Verbinde S(n,4) (n € IN) ist (vgl. Fig.11),
aber M, als homomorphes Bild besitzt! (Allerdings ist K nicht artinsch; ein solches
Gegenbeispiel steht noch aus.)

Ein artinscher A-Verband L heisse ”vom endlichen Typ”, falls die Isomorphieklas-
sen der Ly (6 € sp(L)) eine endliche Menge bilden. Dann ist also L € {Ly, ..., Lo},
wo die L; einfache A-Verbinde sind. Wegen (11) und weil jeder Unterverband eines
endlichen A-Verbands selbst A~Verband ist (S.47), ist jedes Ly € {Ly,..., Ln}€ sub-
direktes Produkt einfacher A-Verbande, insbesondre alle homomorphen Bilder Ly von
L. Somit erhalten wir

Korollar 20: Ist L artinscher A-Verband vom endlichen Typ, so gelten die Sitze
18 und 19 ohne die Voraussetzung der Injektivitit der Darstellungen ("sp(L)” in Satz
18 ist durch "sp(L{kerp)” zu ersetzen). Mithin gilt Hauptsatz 7 statt fir endliche
A-Verbinde allgemeiner fiir artinsche A-Verbinde vom endlichen Typ.

Bemerkung: Fiir artinsche A-Verbinde L vom endlichen Typ liefert sp(L) offen-

sichtlich nicht nur eine minimale, sondern sogar die kleinste subdirekte Darstellung

von L.

Abschliessend wollen wir die Bedeutung der absteigenden Kettenbedingung DCC
etwas diskutieren. Im Beweis von Satz 18 wurde an drei Stellen davon Gebrauch

gemacht: Zuerst verwendeten wir, dass in jedem DCC-Verband V C L(E) (trivialer-
weise) gilt

(i) Fir jeden Filter M C V und fir alle Teilriume X C E st "X mst M vertraglich”,
dh X+WM=N{X+A|AecM}.

Man kann sich iiberlegen, dass (i) sogar iquivalent zu DCC ist. Statt (i) kénnte man

auch eine etwas schwichere Bedingung verwenden:
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(i)’ ((7) in Sch{24]) Es existiert efne Zerlegung E = @;er Es, (Vi € I) dim(E;) < Ry,
sodass jedes X := @,y E; (J C I) mit jedem Filter M C 'V vertraglich sst.

Weiter garantierte uns DCC:
(i) Jeder Epsmorphismus x : V — Ly besstzt keinste Urbilder o : Ly — V.
Schliesslich benotigten wir DCC fiir die Implikation

(i) It w € E\ X fiir alle srreduziblen D(w, X) adjungierbar, so auch fir reduzible
D(w, X) (X Pseudosummand).

Setzt man V alsdistributiv voraus, so ist Satz 19 ein Korollar von Thm.1 in Sch|24].
In diesem Fall kann man ” (i) und (iii)” ersetzen durch

(iv) V sat vollstandsg und jedes kompakte Element A € V ist Summe von srreduziblen

Elementen.

Dies wollen wir kurz skizzieren.

ad (ji). Ist V distributiv, so ist gemass (13) fiir alle § € sp(V) Vg ~ D,. Ein Blick
in den Beweis von Lemma 12 zeigt aber, dass fiir Ly ~ D; die Existenz von kleinsten
Urbildern gar nicht verwendet wird!

ad (iii). Sei X C E Pseudosummand und w € E'\ X, derart dass D(w, X) reduzibel
ist. Gemiss (iv) ist D(w, X) = D' +---+ D mit endlich vielen irreduziblen D* € V.
Wihlt man n minimal, so folgt, dass fiir jede Zerlegung w = z+w! + ... +uw" €
X+ D' +---+ D" stets gilt D(w!, X) = D', D(u?, X ® (') = D?,..., Dw", X &
(w!,...,w"1)) = D" (G[10],S.119). Man kann also, da die Adjunktionsaufgabe fiir ir-
reduzible D(v, Y') losbar ist, nacheinander w!, - -+, w" adjungieren und hat damit auch
w adjungiert. (Ist V nicht distributiv, so muss man i.a. statt (w*) mehrdimen-
sionale Riume W* O (w*) adjungieren; dann kann aber D(v*, XeW'e-.-Wi-1) C D*
sein! Um ein unendliches Absteigen auszuschliessen, war deshalb DCC im Beweis von
(iii) unerlsslich.)
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Ist dim(E) < Ro, so ist (i)’ eine leere Bedingung, d.h. Satz 19 gilt unter der Voraus-

setzung ”V distributiv mit (iv)”, was nach einer Note von Herrmann auch iquivalent
ist zu "V vollstindig distributiv” (Def.in Bi[4]). Dies ist die lineare Version von Thm.1
in G[10],Kap.4 — dem Vatertheorem der Gross’schen ” Verbandsmethode”. Insbeson-
dre konnen in einem Ro-dimensionalen Vektorraum E zwei vollstandige, unendlich
absteigende Ketten V, V' C L(E), welche indextreu isomorph sind, stets durch einen
Isomorphismus ¢ : E — E aufeinander abgebildet werden. Erstaunlicherweise gilt dies
schon fiir dim(E) = 2% nicht mehr; Thm.2 in G-K[13] bildet ein Gegenbeispiel.

1.6 Primeigenschaft, Abspaltbarkeit und Umkehrung von Satz 7

Ein einfacher, modularer Verband L, endlicher Linge hat die Primeigenschaft
(Po|23],8.53), falls fiir jeden Korper k jede unzerlegbare k-Darstellung p : Lo — L(E)
treu ist (die Umkehrung ist trivial; vgl. Bem.S.7). In Po[23],5.55 wird bewiesen, dass
D;, M3 und alle projektiven Geometrien PGyk] := L(k") (k Primkérper, n > 3)
die Primeigenschaft haben. Aus Satz 14 ergibt sich unmittelbar folgende Verallge-
meinerung des Resultates iiber D; und M.

Korollar 21: Jeder einfache Dreieckverband Ly hat die Primeigenschaft.

Bevor wir einen zweiten in Po[23] eingefiihrien Begriff diskutieren, noch einige
Bemerkungen iiber Pseudosummanden. In Gelfand-Ponomarev(8),S.74 wird folgende
Frage aufgeworfen:

(%9) Ses X C E Pseudosummand einer Darstellung p: L — L(E). Existiert stets
36
ein X, C E, derart dass X & X,. eine Zerlegung von p st ¢

Zur Nlustration sei k beliebig und z,y, z, w Basis eines k—Vektorraumes E. Wir be-
trachten die durch Fig. 15 definierte Darstellung p: L — V C L(E). Man bestitigt
leicht, dass die eingezeichnete Partition von V eine Kongruenz 6 € C(V) darstellt mit
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Vg o~ Ms. Weiter rechnet man unschwer nach, dass X := (y, z) ein Pseudosummand
von p mit kerpx = @ ist. Wahlt man willkirlich ein lineares Supplement X, von X in
FE, so wird man natiirlich i.a. keine Zerlegung von p erhalten: Setzt man beispielsweise
fiir das p aus Fig.15 X, := (z +y, 2 + w), so wird der Raum A := (z,y,w) € V nicht
zerlegt, denn A # (XN A) @ (XN A)={y) + (z +y).

Falls eine Erganzung X, C E zu einer Zerlegung existiert, so braucht diese nicht

eindeutig bestimmt zu sein. Zum Beispiel kann unser X = (y, z} sowohl durch X, :=
(z,w) als auch durch X, := (z,y + w) zu einer Zerlegung von p erginzt werden.

Flcﬂ 15

In Erweiterung von Po[23] nennen wir einen modularen, subdirekt irreduziblen,
endlich erzeugten Verband abspaltbar aus L, faﬂs fiir jeden Korper k& und jede k-
Darstellung p : L — L(E) gilt: Existiert ein nicht bijektiver Epimorphismus 7 : pL —
Ly, so gibt es eine Zerlegung E = X @ X, von p mit px(L) ~ Lo. Falls Ly aus
jedem modularen Verband L abspaltbar ist, so heisst Ly abspaltbar (Po[23],Def.1.3).
In Po[23] ist bewiesen, dass D und Mj abspaltbar sind, jedoch nicht M.
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Korollar 22: Ses Lo esn esnfacher Dreieckverband. Dann gelten folgende Aussagen.

(i) Lo sst aus jedem Dreseckverband abspaltbar.

(ii) Falls (36) zu bejahen ist, so ist Loy aus jedem artinschen, modularen Verband L
abspaltbar.

Beweis: (i) ist eine Umformulierung von Satz 14. (ii). Sei p: L = V C L(E) eine
Darstellung eines artinschen, modularen Verbandes L und sei # : V — Ly ein nicht
bijektiver Epimorphismus. Gemass Lemma 16 existieren kleinste Urbilder o : Ly — V.
Setzen wir somit in Lemma 12 X := (0}, so erhalten wir einen Pseudosummanden
W C E mit pw(L) ~ Lo (sogar kerpw = kerx o p). Nach Voraussetzung (36) kann
nun W zu einer Zerlegung E' = W @ W, von p erginzt werden. O

Den Rest dieses Paragraphen widmen wir der Umkehrung von Hauptsatz 7, d.h.
wir diskutieren die Frage, ob jeder gute Verband schon A~Verband sein muss.
Fir einen endlichen,einfachen, modularen Verband Ly bedeutet ” Ly ist gut” soviel
wie "Ly besitzt bis auf Isomorphie {iber jedem Korper k genau eine unzerlegbare
Darstellung p[Lo, k] : Ly — L(E)". Die folgenden beiden Beispiele zeigen, dass fiir
einen einfachen, modularen Verband Lo Existenz bzw. Eindeutigkeit unzerlegbarer

k-Darstellungen i.a. unabhéngige Eigenschaften sind.

PG {Zz} -

Fig. 16
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Beispiel 1: (micht Vk Existenz, aber Eindeutigkeit) Da die (einfache) projektive
Ebene PGs|Z] gemass Po[23] die Primeigenschaft hat, sind alle unzerlegbaren k-
Darstellungen p : PGs{Zs| — L(E) 3-dimensional. Man sieht nun leicht (z.B. {1],S.121),
dass solche p’s nur fiir char{k) = 2 mdglich sind, aber dann bis auf Isomorphie eindeutig

bestimmt sind.

35 _

13
3'5 _ <X|Y|l |W

|
M
<ng32> X Wity <x4 ,ﬁ:,w)

S INT TN i

PN S Gy G Gy ks 9

NN

&) ey AR

AN

(a) (oY Fig. 17 (b)

Beispiel 2: (Vk Existenz, aber nicht Eindeutigkeit) Der Verband M3’5 ausFig.17(a)
ist klarerweise einfach (alle Primquotienten sind untereinander projektiv). Sei k be-
liebig und z,y, 2, w sei Basis eines k-Vektorraumes E. Die Definition der treuen k-
Darstellung p; : M3 — L(E) ist aus Fig.17(a) ersichtlich. Wir behaupten, dass
fiir k # Z; jedes A € k\ {0,1} Anlass zu einer weiteren unzerlegbaren k-Darstellung
Py : Mg;ss — L(E) gibt, die nicht zu p; isomorph ist. Man erhilt p) aus p;, indem
man den Raum (z,y, w + 2) durch (z,y, w + Az) ersetzt. Angenommen, es gibe einen

Isomorphismus ¢ : E — E mit (Va € M33) p(p16) = p)a.
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z—az, y— fy, z+y — az+ fy = ¢(z + y) impliziert (i) f=e=a. w—
B'y+ 6w, 2+ w — az + f'y + bw = "y + ¢(z + w) impliziert (i) 6 = ¢ = a
2 olztqz, y+2 ) ay+a'z+z = o’z +9(y + z) impliziert (i) v =9 = . Nun
d=a=49\

(Man kann sich iiberlegen, dass man durch Variation von A € k\ {0} bis auf Isomorphie

alle tremen k-Darstellungen von M3'3 erhilt.)

Wegen ihrer "schlechten” Darstellungstheorie konnen die Verbinde PG3|Z3] bzw.
M3’} keine Drejeckverbinde sein; wir wollen sehen, wie stark sich die ? Geometrien”
von J(PG3{Zy]) und J(M23) von einem Dreieckmatroid unterscheiden!

Die projektive Ebene PG3[Zo] wird iiblicherweise durch Fig.16(a) dargestellt (die 7
Punkte bzw. 7 Geraden (eine ”Gerade” ist krumm) entsprechen inklusionstreu den
1-dimensionalen bzw. 2-dimensionalen Teilriumen von Z3). Daraus ersieht man, dass
J(PG3[Z2]) zu einem (A5) erfillenden A-Matroid gemacht werden kann (Fig. 16(b)).
Wie bei My (Fig.13) ist aber (A4) verletzt: rg(J(PGs|Z2))) = 4 # 3 = 6(PG3|Z2)).
J (Mg;g) kann zu einem (A4), (A5)’ erfillenden Polygonmatroid gemacht werden (Fig.
17(b)). Mit Satz 8 folgt somit direkt die "universelle® Darstellbarkeit von M373.
Dass fiir festes k die treuen Darstellungen von M3 nicht eindeutig bestimmt sind,
ist letztlich auf die Lage der vier z2u My isomorphen Unterverbinde (der Linge 2)

zuriickzufiihren, welche einen sogenannten Ma—Kreis bilden (genaue Definition steht in
Mitschke-Wille[22]).

Vermutung 23: (Herrmann,Wild) Fir jeden endlichen, modularen Verband L sind
folgende Aussagen dqusvalent.
() L ist A-Verband.
(i) L dst gut.
(iii) L besstzt keinen Unterverband My und keinen Ma—Kreis.
(iv) V(D)| = 26() - [sp(L).
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?Beweis”: (f) = (#). Dies ist der Inhalt von Hauptsatz 7. (if) => (iis).
Existiert ein Unterverband My C L, so kann man sich iiberlegen, dass auch ein M, C
L der Lange 2 existiert; daher besitzt L keine Zg-Darstellung (Satz 2). Gabe es
einen M3—Kreis in L, so verallgemeinere man Bsp.2, um fiir festes k nichtisomorphe,
treue Darstellungen von L zu erhalten (eine genaue Durchfihrung steht noch aus).
(¢¢¢) = (5). L erfiille (iii) und es sei a < 1. Dann gilt (iii) klarerweise auch fiir den
Unterverband a/0 C L und wir konnen annehmen, dass a/0 A-Verband ist (Induktion).
C. Herrmann konnte zeigen (miindliche und briefliche Mitteilungen), dass dann auch L
A-Verband sein muss. (i) = (iv). Ist L einfach, so ist |7(L)| 2 2(|D(L)|+1)-1 &
2rg(J(L))~1 &Y 28(L)— 1. Fiir ein reduzibles L folgt die Behauptung mit (10), Sata
10 (i) durch Summation. (iv) => (i) beweist man ahnlich wie ”(iii) = (i)* mit
Induktion nach 6(L) (schwierig). "[ T

Bemerkung: Falls Vermutung 23 zutrifft, so folgt aus der Aquivalenz von (i)
und (iii) unmittelbar, dass jeder Unterverband eines A-Verbands wieder A-Verband
ist. C. Herrmann und ich hoffen, Vermutung 23 in absehbarer Zeit zu einem Satz zu
bef6rdern (siehe [17]).
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2. Das Kongruenzproblem in Sesquilinearrdumen unendlicher Dimension

2.1 Problemstellung und Formulierung von Hauptsatz 25

Sei k ein (nicht notwendig kommutativer) Korper und v : k — k ein Antiauto—-
morphismus, d.h. eine Bijektion mit (a + §)¥ = o¥ + Y, (af)V = fVaV. Ist E ein
k-Vektorraum und (,) : E'x E — k eine in beiden Argumenten additive Abbildung, so
heisst (, ) Sesquilinearform (beziiglich (k,v)), falls fiir alle z,y € E, X € k gilt (Az,y) =
A(z,y) und (z, Ay) = (z,y)AY. Die Sesquilinearform (,) heisst orthosymmetrisch, falls
(Vz,y € E) (z,y) = 0 = (y,z) = 0. In diesem Fall ist also z | y:<=(2,9) =0
eine symmetrische Relation. Im ganzen Kapitel meinen wir mit ”Sesquilinearform”

stets stillschweigend eine orthosymmetrische Sesquilinearform. Fiir einen Unterraum
VCEist VL = {z € E|(Vy € V)(z,y) = 0} der Orthogonalraum von V. F heisst
reguldr (a.a.0. "nicht ausgeartet”), falls EL = (0). Eine orthogonale Zerlegung des
Teilraums X C E ist eine Zerlegung X = @{X|i € I}, sodass (Vi # j-€ I)(Vz; €
X:)(Vz; € X;) © L z;. Firr eine solche Zerlegung schreiben wir zukiinftig X =
S{X; | i€ I}. Ist [E,(,)] ein Sesquilinearraum und & : E — E ein Automorphismus
mit (Vz,y € E)(z,y) = (®z, ®y), so ist ® eine Isometrie. Zwei Teilriume VVICE
heissen kongruent (in E), falls es eine Isometrie ® : E — E mit ®(V) = V! gibt. Unter
dem Kongruenzproblem fiir E verstehen wir die Angabe notwendiger und hinreichen-
der Bedigungen an Teilriume V, V' C E fiir das Bestehen von Kongruenz.

Eine triviale notwendige Bedingung fiir Kongruenz ist natiirlich, dass V und V'’
isometrisch sind (V 2 V'), d.h. es existiert eine Isometrie Y :V = V. Der Er-
weiterungssatz von Witt (G[10],5.376) besagt, dass fiir beliebige, endlichdimensionale,
regulire Sesquilinearrdume F iiber einem Kérper k der Charakteristik # 2 diese Bedin-
gung schon hinreichend ist. Ist char(k) = 2, 50 muss man neben V & V! noch eine wei-

tere (notwendige) Bedingung hinzunehmen, um Kongruenz zu erzwingen (G[10],5.381).
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Fiir endlichdimensionale Sesquilinearrdume ist also das Kongruenzproblem in befriedi-
gender Weise gelost. Ist aber dim(E) = Ry eine unendliche Kardinalzahl, so ist V & V?
und char(k) # 2 i.a. nicht mehr hinreichend fiir Kongruenz! (Gegenbsp. sind leicht zu
finden, z.B. G[12],5.133.)

Wir wollen eine Verfeinerung der notwendigen Bedingung V' = V! herleiten. Ist
®: E — E ecine Isometrie mit ®(V') = V", so gilt auch (VL) = VL @V nVi) =
ViNVA, &V +VL) = V4 VL . dh. ® ist mit den Operationen LN, +
vertraglich. Ist weiter o fiir jede Ordinalzahl v > 0 die durch die Nullumgebungs-
basis Uy := {Y*|Y C E,dim(Y) < Ry} gegebene lineare Topologie auf E im Sinn
von Ko[19], so folgt leicht, dass & : £ — F fiir alle ¥ ein oy~HomGomorphismus ist
(fir v > a ist o diskret). Dies motiviert die folgende Definition: Fir einen Unter-
raum V eines Sesquilinearraumes [E, (, )] sei V(V) = V(V, E) der von V in L(E) L-
stabil und oy-stabil erzeugte Unterverband mit (0), E € V(V). Obige Uberlegungen
zeigen also, dass V(V) ~ V(V’) eine notwendige Bedingung fiir die Kongruenz von
V und V' ist. Natiirlich ist die Verbandsisomorphie  : V(V) — V(V') indextreu
(vel. (34)) und vertauscht mit L und g. Fortan heisse ein Verbandsisomorphismus
7:V =V (V,V'C L(E)) kurz zulassig, falls V, V' beziiglich L, o~ abgeschlossen
sind und y mit 1,0y vertauscht und indextreu ist. Die Topologie a;) nimmt eine
Sonderstellung ein, denn gemass G[10],5.35 gilt

(37) (VUCE) ooU=U+t,

wobei U4+ eine Abkiirzung fiir (1)L sei und o U allgemein den oy~Abschluss von
U bezeichne. '

Wir wollen in diesem Kapitel u.a. der Frage nachgehen, ob V(V) ~ V (V)
in diagonalen Riumen {E, ()] auch eine hinreichende Bedingung fiir Kongruenz ist
(Abschnitt 2.4). Dabei heisst nach G[12],Bi[3] ein regulirer Sesquilinearraum [, (, )]
diagonal, falls eine orthogonale Zerlegung E = O{E;|i € I} mit (Vi € I)dim(E;) < Ro
existiert. Der folgende Satz von Gross bildet den Ausgangspunkt unserer Unter-
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suchungen. Zuvor noch eine Definition: Ein Raum [E, ()] heisst alternierend, falls
(Vz € E)(z,2) =0 (dann muss k kommutativ, v =id und (Vz,y € E)(z,y) = —(y,2)
sein; G[10],5.10). '

Satz 24 (Gross{11]): Ses [E,(,)] ein regulrer, diagonaler, alternierender Raum. Ist
n:V V! (V, V' C L(E) ein zuldssiger Verbandsisomorphismus, so sind die folgen-
den Bedingungen hinreschend fir die Exsstenz einer Isometrie ® : E — E mit

(VA€ V) n(A) =d(4):

(38) V sst endlich und distributiv,

(39) dim(E) < R, .

Bemerkung: Satz 24 besagt also, dass fiir distributive V,V? der durch Satz 19
garantierte, n induzierende Isomorphismus & : E — E sogar isometrisch gewahlt wer-
den kann! Schuppli hat in [24] dieses Ergebnis verallgemeinert: Die Bedingung, dass £
alternierend sei, wird abgeschwacht zu gewissen Bedingungen an Quotienten D/ Din
V und es werden auch gewisse unendliche, distributive Verbinde zugelassen, nimlich
solche mit S.41(iv) und einer orthogonalen Zerlegung S.41(i)’ (in Satz 38 befassen wir

uns ebenfalls mit nichtalternierenden Riumen).

Der Gross’sche Satz ist fiir nichtdistributive Dreieckverbdnde i.a. falsch, wie fol-
gendes Beispiel zeigt: k sei ein Korper mit /=1 & k und e, f sei Basis eines reguliren,
alternierenden Raumes E : (e,e) = (f,f) =0, (¢, f) = 1. Sei V := {{0), (e}, (f),
{e+ /), E}, V' = {{0){e),(f).{e - f),E} (also V,V' > M3) und n : V — V'
sei durch (0) — (0), (e} — (e}, (f) — (f),{e+ f) = (e = f),E — E definiert. Da
Al = Afir A= (e),{f),{e+ f),{e - f), sind V und V* beziglich 1 abgeschlossen
und # vertauscht trivialerweise mit 1. Wire nun 5 durch eine Isometrie & : E — E
induziert, so folgte ®e = Ae, ®f = uf, B(e+ f) = Ae+pf =v(e—f). Alsoist p= -],
was zum Widerspruch (e, f) = (®e, 8 f) = (e, —Af) = ~A?(e, f) fiihrt.
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Trotzdem ist es moglich, eine Bedingung zu formulieren, welche die isometrische
Induziertheit impliziert. Fir einen Sesquilinearraum E und einen beziiglich 1 und
oq (7 > 0) abgeschlossenen, artinschen Dreieckverband V C L(E) und ein festes
0 € 3p(V) definieren wir folgende Aussage:

Es sst Vg = Da oder es existiert eine (Jo (v),D? (V))-Avfzahlung
A (Po,Q1, Pi,...Q, Pi) (S.16), derart dass fir alle 1 <i<t
(46) & :=min{y|oyPi= P, 07Qi = Q;, oqRi = Ri} > 1

und o, _ 1(PiNQs) 2 P

(Falls ¢; eine Limeszahl ist, so sei o, _ 1(P: N Q;) 2 P eine Abkiirzung fiir
(Vv <€) oq(Pin Qi) 2 Py)

Neben der Verallgemeinerung von (38), wollen wir auch die Schranke Ry, in
(39) durch die erste schwache Mahlo-Zahl mg ersetzen. Schwache Mahlo~Zahlen sind
spezielle schwach unerreichbare Zahlen; die genaue Definition findet sich anf S.78 in

2.3. Unser Ziel ist die folgende Verallgemeinerung von Satz 24.

Satz 25: In Satz 24 von Gross sind die Primissen (38) und (39) abschwdchbar zu
V ist abzahlbarer, artinscher Dreieckverband,

(40)
derart dass (A6) gilt fir alle 6 € ap(V).

(41) dim(F) < my.

Ist V aus der Varietat {M3}€, so bedeutet (A6) einfach, dass es zu jedem Dreieck
A € D(V) eine Permutation A = (R,Q, P) gibt, sodass 0, _ j(PNQ) 2 P. Ist
ausserdem dim(E) < Ro, 50 ist 0, _ | = g0 und man erhilt das
Korollar 26: Ses E reguldr, alternierend mst dim(E) < No. Ist n: V — V! ein zulds-
siger Verbandsisomorphismus zwischen artinschen Verbinden aus der Varietat {M3}€
und besitzt jedes A € D(V) eine Permutation A = (R,Q,P) mit (PN Q)L+ D P, 0
18t n von einer Isomeirie ® : E — E induziert (Bewess auf S.66).
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Zunichst einige Worte zur inskiinftig verwendeten Notation. Es ist vorteilhaft,
statt eines festen Raumes [F, (,)] zwei isomorphe Kopien [E, (,)] und [E*,(,)] zu be-
trachten. Ist dim(E) unendlich, so ist Ry fiir dim(E) reserviert. Einfachheitshalber
definieren wir (VA € V) A’ := nA. Weiter ist es im Beweis von Satz 25 oft an-
genehmer, mit den Bezeichnungen 7y := 0yy 1 (7 2 0) zu arbeiten (oo geht nicht
verloren, da gemass (37) "0p =L1”). Schliesslich sei schon hier bemerkt, dass sich
die Bedingung "V abzihlbar” durch schwachere (aber unschonere) Forderungen er-
setzen lasst. Setzt man 74(V) := {ryA | A € V} und D(y,V) := {D € V |
D irreduzibel, kompakt,dim(D/D) = R~}, s0 muss gelten

(42) (Vv <a) (V)| <Ry,

(43) (M1 <a) [D(v, V)| < Ry.

(Man beachte, dass (42),(43) im Fall dim(E) < Rq leere Bedingungen sind; deshalb

musste man in Korollar 26 auch nicht mehr ”V abzihlbar” voraussetzen.)

Wir werden zuerst Satz 24 im Detail beweisen. Dabei weichen wir an einigen
Stellen etwas vom Aufbau in G[11] ab, um einen besseren Anschluss an Satz 25
zu erhalten, der danach bewiesen wird (ab $.66). Wie in G[11] gliedern wir un-
sere Uberlegungen in einen isometrischen Teil 2.2 und einen mengentheoretischen Teil

2.3. Der Rest dieses Abschnitts ist einer Motivation und Ubersicht des Beweisaufbaus

gewidmet.

Es seien E,E' und V C L(E), V' C L(E’) wie in Satz 24. Man ist versucht,
die Isometrie ® : £ — E' wie folgt zu konstruieren. Gemiss Satz 18 und Satz 19
existieren Zerlegungen E = D{Wy; | 0 € 8p(V),i € I(0)} bzw. E* = Q{Wé,i |8 e
8p(V'),i € I'(6)} von V bzw. V’ mit (V0 € sp(V)) [1(8)] = |I'(6)]. Selbst falls es
gelingt, fir alle 6, ¢ eine Isometrie Vg - Wg,; — Wé"- zu konstruieren, liefert jedoch

die Zusammensetzung der pg ¢ bloss dann eine Isometrie @ : E — E, wenn die obigen
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Zerlegungen von V und V’ orthogonale Zerlegungen sind. Da dies i.a. natiirlich nicht
der Fall ist, miissen wir ® : £ — E* anders aufbauen.

 soll als Vereinigung einer aufsteigenden Kette (p; : Xy — X} | § > 0) von
”partiellen” Isometrien mit den folgenden Eigenschaften konstruiert werden (wir un-
terdriicken die Indices {):

(44) (VA,BEV) (X+An(X+B)=X+(AnB),
(44) (vA, B eV) (X+A)N(X'+B)=X"+(A'"nB),
(45) (VAeV) p(XnA)=X"'nA"

(44) und (44’) entsprechen Bedingung (23) von Seite 29. Da jetzt lineare Zerlegun-
gen von V,V? nichts niitzen (siche oben), sprechen wir nicht mehr von ” Pseudosum-
manden”. Aus den Ergebnissen von Kapitel 1 folgt sofort, dass sich jede Isometrie
p : X = X' mit (44),(44’), (45) zu einer linearen Abbildung &: X W — X' @ W’
mit (44),(44’),(45) fortsetzen lasst (vgl. S5.61). In 2.2 zeigen wir in mehreren Schritten,
dass man  auch wieder isometrisch wahlen kann, d.h. es gilt

(46) (VweW)VyeXoW) (wy)=(pw, &)

Wir skizzieren die Grundidee.
LFall: dim(X) < Ro. (46) bedeutet das Losen eines endlichen Gleichungssystems,
was mit dem ” Kaplansky-Lemma® (62) bewerkstelligt werden kann (die erste Version
von Satz 24 in G[10],5.113 beschrinkt sich auf diesen Fall, d.h. es ist dim(E) < R
vorausgesetzt).
2.Fall: dim(X) > Ry. Mit dem folgenden Trick von Gross gelingt es auch in diesem
Fall, (46) auf das Losen eines endlichen Gleichungssystems zuriickzufiihren. Lisst sich
namlich p : X — X’ partitionieren in

X=Xs0oU (E=XyoX}, dim() < o),

(47) X'=X,oU' (F=X}oXy, dnl)<wx),

o(Xn) = X}, p(U) =1,
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d.h. X ist im wesentlichen ein orthogonaler Summand, so berechnet sich zu vorgegebe-
nem v’ ¢ X' ein "winkeltreues” Pendant w ¢ X folgendermassen: Es ist w’ = w'+w} €
X, © X, und firalley=y+yo € Xp ® U ist (', py) = (@', 09) + (wh, ©yo). Setzt
man w := p~'w' und bestimmt wy € X;- \ U mit dem Kaplansky-Lemma derart, dass
(Vyo € U) (wo, yo) = (wh, pyo), s0 ist w := w+ wy & X ein zu v’ winkeltreuer Vektor
und p : X — X' lasst sich isometrisch zu & : X & (w) — X' @ {w’) fortsetzen.

Eine Isometrie ¢ : X — X' mit (47) heisst " partitionierte Isometrie” (genaue Definition
auf 8.57). Man sieht leicht, dass mit p; (= ) auch ¥i +1 (= §) partitioniert ist
((49)). Fiir dim(E) > Ro miissen wir aber o) : X) — X} auch fiir Lineszahlen
A < dim(E) erkliren. Es liegt nahe, ) : X) — Xy als U;caws ¢ Uier X —
Ui X} zu definieren. Klarerweise st o) isometrisch und erfiillt (44),(44),(45) (8.57).
Leider ist aber ) i.a. nicht mehr partitioniert (5.59,72)! Indem man in die Riume
Xi, X} (i < ) "vorsorgend” geeignete Teilrdume steckt, kann man dennoch erreichen,
dass die Grenzabbildung ¢ ) Wieder partitioniert ist. Dazu muss man aber beachtliche

mengentheoretische Schwierigkeiten iberwinden; dies wird der Inhalt von 2.3 sein.
2.2 Isometrischer Teil des Beweises

Die folgenden Grundbegriffe stammen aus G[11]. Sei E ein Vektorraum. S C L(E)
heisst Partitionierung von E, falls entweder dim(E) < Ny und S = @ ist, oder falls
dim(E) = Ra > Ry ist und gilt

8= JiSyl7<a},
(48) Vvy<a) E= ®S7 und (VF €84) dim(F)=R4,

(V8<9<a) FeSy = F=®{G|G€Sﬂ,GQF}.
Es sei (E, S) ein partitionierter Raum der Dimension Rq > Ry. X C F heisst homogen,
falls X Summe von Riumen aus Sy ist. Sei y < a. Ein Teilraum X C E heisst y-Raum,
falls X Summe von < Ry vielen Riumen aus 8 ist. Fiir ein X C E mit dim(X) < Ry
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sei A(X,7) der von X erseugte 7-Raum. (Fiir z € E sei z =) zr € @S. Dann ist
A(X,7) = @{F € Sy | (3z € X) zr # 0}). Ein partitionierter Unterraum X eines
partitionierten Raumes (E, S) ist eine direkte Summe

X=X ® X1 @ @ Xy @U

von endlich vielen v;,~Raumen X, (0 < 7, < 73 < +-* < 7y, < @) und einem
endlich dimensionalen U C E, derart dass A(U,0) N (X, ® - ® Xy;) = {(0). Xp :=
Xy @ -+« ® Xy, bezeichne den homogenen Teil von X (vgl.(47)). Man beachte,
dass jeder endlich dimensionale Teilraum X C E ein partitionierter Unterraum ist
(Xn = (0)). Seien (E,S) und (E,S’) partitionierte Raume gleicher Dimension. Eine
bijektive lineare Abbildung

P Xy @@ Xy @U — X1 -0 Xy 0 U

zwischen part. Unterrdumen vom selben Typ (v,,,...,7;) heisst partitionierter
Isomorphismus, falls (V1 < i < m) p(Xy;) = X4, und p(U) = U’. Fir spitere
Zwecke notieren wir

Ses p: X=XpdU —= X"=X}, ® U ein part. Isomorphismus und ses
P XOW = X' ®W' eine lineare Bijektion mit

(49)
P1X = p, dim(W) <R, W) =W', (VweW) pu=pw

(Def. von w unten). Dann ist auch & ein part. Isomorphismus.

Beweis von (49). Essei E = Xy @ Ya, ' = X, © Y/, wobei Y, := P{F € Sy |
FNXy=(0), Y =@{F €S| FFnX, = (0)}. Enw e W baw. ' € W'
werde diesbeziglich in w = w + wo bzw. in & = w' + w} zerlegt. Sei W := {w |
weW}, Wo:={w |weW}, W :={w|v eW}, W|:={w)|v e€W'}. Da
(Vw e W) un = Glw — w) = Pw - Pw = Pw — Pw = (Pw)o, ist §(Wo) = W§ und
somit XoW = Xy @ (UoW,) — Xj o (U"eW)) = X'eW',dh. §: XpdZ - X,02'
ist ein partitionierter Isomorphismus (Z := U @ Wy, 2! := U' @ W}).
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Bemerkung: Schwicht man in (49) die Voraussetzung (Vw € W) $u = pw zu
(W) =W’ ab, so folgt i.a. nicht mehr (Wy) = W}.

Sei F eine Familie von partitionierten Isomorphismen zwischen part. Unterriumen
von (E,S) und (E*,S'). Ein Element (p : Xa ® U — X}, ® U") € F erfiillt die
Ping-Pong-Bedingung (PP), falls gilt

(G[11],5.26) Jedes w € W (bzw. w' € W') kann 2u o adfungiert werden,
(PP)  d.h. es existiert ein (P: Xa®Z = X, ©2)eF mit 3D
und w € dom@ (bzw. w' € imP).

(PP) entspricht (30); dort adjungierten wir Vektoren w zu Unterréumen X C E, hier
zu partitionierten Isomorphismen ¢ : X — X'. Ferner sagen wir, dass F die
chain condition (CC) erfillt, falls gilt

Fir jede aufsteigende Kette {p; : X; — X} 120} CF fir die
(co) Ugo,- : UX,- — UX: (zufdlligerwesse) ein partitionserter

Isomorphismus ist, ist auch | Jp; € F.

Der folgende Satz, den Gross fir dim(E) < Rw, bewies und den wir in 2.3 auf
dim(E) < mg ausdehnen werden, erledigt die mengentheoretischen Schwierigkeiten im
Umgang mit partitionierten Riumen.

Satz 33: (G[11],5.26,Wild) Es seien (E,S) und (E',S') part. Riume der Dimension
x<mp und B:= (e, | 1 < &) bzw. B’ := (¢} | ¢ < k) seien Folgen in E bow. E'.
Ferner sei F eine (CC) erfillende Familie, derart dass gewisse (0 : X — X') € F (PP)
erfillen:

dim(X) <Ry = ¢ erfillt (PP),
(50) (dim(X) > R und (e | ¢ < dim(X)) C Xund

{et | ¢ <dim(X")) € X') => o erfiillt (PP).
Dann besitzt jedes (o : Xo — Xj) € F eine Erwesterung (8: E — E') € F.
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Sei [E, (,)] ein regulirer Sesquilinearraum der Dimension Rq > No. Ist S eine
Partitionierung des Vektorraumes E, derart dass in (48) (Vy < a) £ = ©8,, s
ist S eine orthogonale Partitionierung von E. Einen isometrischen, partitionierten
Isomorphismus ¢ : X — X nennen wir partitionierte Isometrie.

Ziel dieses Abschnitts 2.2 ist der Beweis des folgenden Lemmas, das zusammen mit Satz

33 den Beweis unseres Hauptsatzes 25 ergibt (setze pg : Xo — X} gleich (0) — (0)).

Lemma 27: (G[11},Wild) Es seien E, E', V C L(E), V' C L(E') wie in Satz 25
gegeben und es gelte (40), (41). Dann existieren orthogonale Partitionierungen S bzw.
S’ und Basen B = (es |+ < k) bzw. B’ = (¢} | ¢ < x) von E und E?, derart dass

F:={p: X — X'| p ist partitionierte Isometrie mit (44), (44'), (45)}

sowohl (CC) als auch (50) erfullt.

Man sieht leicht, dass F jedenfalls (CC) erfiillt (unabhingig von der Wahl von
8, 8'): Sei dazu {p; : X; — X} | € 2 0} C F eine aufsteigende Kette. Klarerweise ist
auch p := Up; : UX; = UX! isometrisch. Zum Nachweis von (44) (und (44)) sei
z € (UX; + 4) n(UX; + B). Dann existiert ein § mit z € (Xj +4)n(X; +B) =
X; + (AN B) C UX; + (AN B); die andre Inklusion ist trivial. Wegen (UX;) N A =
UX; n4) — U(X: nA = (UX:) N A, gilt auch (45).
Die iibrigen Behauptungen sind weniger trivial. Wir unterteilen den Beweis in fiinf

weitere Lemmata.

Lemma 28: (G[11],5.39) Unter den Voraussetzungen von Satz 25 ezistieren Basen
B= (e |+ <K) baw. B'= (¢} | t < &) von E bzw. E, 30 dass fir alle (44), (44')
erfullenden linearen Bijektionen o : X — X' mit Ry < dim(X) < & und fiir alle
weE oekl gi:

(51) (e |+ <dim(X)) C X, D:= D(w,X) érred. = dim(D/D) > dim(X),

(51) (e |+ <dim(X")) C X', D’ := D'(u, X") irred. = dim(D*/D) > dim(X").
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Beweis: Fir x < 8y ist nichts zu beweisen. Sei nun £ = Rq > 8. Firy < a
betrachten wir die auf Seite 52 definierte Menge D(v, V):

(52) 3 Basis (e; | ¢ <wa) C E mit (Vy<a) DeD(y,V) = DC e |t <1)+D.

Beweis von (52). Gemdss (43) ist [D(0, V)| < Ro. Firalle DeD(0,V)sei D=De
(ep,s | + < w) und (e | ¢ < w) sei eine Umnumerierung von (ep,¢ | D € D(0, V), : < w).
Ebenso ist {D(1, V)] < & und fir D € D(1,V) sei D = D@ (epy | ¢+ < w1). Es
sei (e, | w < ¢ < w) eine Umnumerierung von (ep,; | D € D(1,V),: < w;). So
fortfahrend erhilt man ein linear unabhingiges System y<afe: | ¢ < 7} mit (52).
Ist a eine Limeszahl, so ist es eine Basis von E. Andernfalls sind noch (beliebige)
unabhangige Vektoren ¢; (wy — 1 < ¢ < wq) hinzuzufiigen.

Sei nun X C E mit Ry < dim(X) < Rq und {e; | ¢ < dim(X)) C X vorgegeben. Ferner
sei D := D(w, X) irreduzibel (wegen (44) und "V artinsch” ist D(w, X) wohldefiniert;
vgl. $.38). Fiir dim(D/D) = Rq ist nichts zu zeigen. Andernfalls ist D € D(y, V) fir
ein 7 < a. Angenommen dim(D/D) = Ry < dim(X). Dann folgte w € X+ D (5_C2)
X+{elt<+D=X+D,im Widerspruch zur Definition von D(w, X). Also ist
dim(D/D) > dim(X). Ebenso findet man eine Basis (¢} | ¢ < x) von E' mit (51"). []

Es sei E ein regulirer Sesquilinearraum der Dimension Rq und E = eS'y,. sei
eine orthogonale Zerlegung mit (VF € 8,..) dim(F) < Ry. Wird A C F diesbeziiglich
zerlegt, db. A= @{ANF | F € 8.}, s0ist A 7y—abgeschlossen, denn ist z =
Y{zr | F€8y,.} € E\ A, s0 ist fiir ein GeSy.mit z¢ ZANG {z+y|yeGL)
eine 7y-Umgebung von z, welche zu A disjunkt ist.

Bemerkenswerterweise wird auch umgekehrt jedes 74-abgeschlossene A C E zerlegt;
genauer gilt:
(" Gattersige-Lemma”; B3[3],5.15670) Sei E = @Sy, wie oben.

Dann ist AC E genau dann y~abgeschlossen, wenn eine grobere Zerlegung
E =8, mit (VG € 8y,0) dim(G) < Ry existiert,
80 dass A=e{AnGIGGSry,o}.

(53)
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Wir verzichten auf den nichttrivialen Beweis und notieren gleich eine wichtige Konse-

quenz aus (53):

Lemma 29: (G[11],5.33) Ses E esn reguldrer, diagonaler Sesquilinearraum der Dimen-
sion Ra > Ro und V C L(E) ses ein beziglich L und 7y (y > 0) abgeschlossener

Unterverband mit
(42 (Vr<a) Im(V)] <Ry,

Dann ezistiert eine orthogonale Partitionierung S = |J{Sy | 7 < a} von E, derart

dass

(54) (Vy<a)VAE™(V)) A=@{ANF|FeSq}

Beweis: Weil E diagonal ist, existiert eine orthogonale Zerlegung £ = @S, .
mit (VF € Sp,.) dim(F) < Ro. Wegen (42) komnen wir 7(V) = {4, | ¢ < w}
schreiben. Gemass (53) existiert eine grobere Zerlegung Sg 9 > Sy,+, welche A zerlegt.
Dito existiert eine Zerlegung So,1 > So,0, welche A; zerlegt (und erst recht Ap). So
fortfahrend findet man Zerlegungen S ¢ (¢ < w), derart dass Sy ; alle A; (5 < 1) zerlegt.
Dann ist Sy := lim{Sy; | ¢ < w} eine aus Ro—dimensionalen R3umen bestehende
Zerlegung, die alle A; (¢ < w) zerlegt (zur Definition von Sy: Jedes Fp € Sq,0 be-
stimmt eindeutig eine aufsteigende Kette Fo C F; C Fo C --- (Fi € So.); es ist
So={U{Fi |+ <w} | Fo €80} ). Weiter ist wegen (42) n{V) = {Bi | ¢ < w1}.
Si1,0 2 8o zerlege By. Wie vorhin bilde man 8; o < 8;,; < ---. Fiir Limeszahlen ¢ < w;
sei 8y := lim{8,; | j < ¢} und schliesslich sei 8; := lim{S; | ¢+ < w;}. Ebenso
konstruiere man Sz, Ss,.... Ist A < a eine Limeszahl und sind alle Sy (y < A) schon
definiert, so sei S{A} = lim{8y | v < A}. S{A} gerlegt alle 7y(4) (A € V,y < ))
und jedes F € S{ A} hat Dimension < R). (53) liefert daher wieder ein 8) , > S{ Ab
welches das erste Element von 7 (V) zerlegt. Man bilde wiederum 8, , (+ < w))
und setze 8 :=lim{8) , | + <w)}. So erhilt man mit vollstindiger Induktion eine
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orthogonale Partitionierung 8 = {J{Sy | 7 < a} mit (54) (vgl. Bemerkungen auf
$.72). O

Ses E regulirer, diagonaler Sesquslinearraum. Dann gilt

(85) (VM C L(E)(Vy 20) [M|<Ry = 7y (IM) =M,
inshesondre (VAC E) dim(4) <Ry = A=1yA.

Beweis von (55). Es ist zu zeigen, dass )} 7yM ry—abgeschlossen ist. Gemiss
Lemma 29 existiert eine Zerlegung £ = ©OR, (VF € R) dim(F) < Ry, welche alle
A (A € M) zerlegt. Dann wird auch } {ryA | A € M} zerlegt und ist deshalb
7y—abgeschlossen (triviale Richtung von (53)).

Im allgemeinen ist go(A + B) # 00 A + 0o B. In folgendem Spezialfall hat man jedoch
Gleichheit.
Ist E reguldr, diagonal und E = OR mit |R| < Ry, so gilt fir ACE

(%) (V720) A=@{ANF|FeR} = oyA=@{oy(ANF)| FeR}.

Beweis von (56). Wegen [{ANF | F € R}| < Ry, folgt die Behauptung fiir 7> 1 aus
(55). Weil g9A = ALL und weil sich der Orthogonalraum von A komponentenweise

berechnet, ist die Aussage fiir g¢ trivial.

Wir versehen nun E, E' von Satz 25 mit Basen B, B’ aus Lemma 28 und mit
orthogonalen Partitionierungen S bzw. 8’ aus Lemma 29. Seip: X 0U — X}, ®
U’ eine partitionierte Isometrie mit (44),(44),(45),(50). Gemiss Lemma 27 miissen
wir (PP) fiir o zeigen, d.h. zu vorgegebenem w’ € E' eine (44),(44’),(45) erfiillende
partitionierte Isometrie ($ : X, ® Z — X} & Z') D p mit w € im} konstruieren! (Die
Adjungierbarkeit eines w € E beweist man analog.)

Falls sedes w' € E' mit irreduziblem D'(w', X") zu o adjungierbar ist,

(57)
80 st jedes w' € E' zu ¢ adjungierbar.
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Beweis von (57). Es sei w' € E' und D(w', X") sei 0.B.d.A. reduzibel. Gemiss dem
Muster von (32) beweist man problemlos, dass w’ € £’ sogar oberhalb © adjungierbar
ist, d.h. zu jeder part. Isometrie (P : Xa ® Z — X} & Z') 2 o mit (44),(44'),(45)
adjungierbar ist (hier braucht man, dass V,V? artinsch sind).

Damit haben wir das Problem auf irreduzible D'(w', X') zuriickgefiihrt. Fiir v’ € X",
d.h. fiir D'(w, X') = (0) setze man & := p. Andernfalls ist 0.B.d.A. v’ € P}\ X"+ f’z,
wo Py € JO(V), P := (ogpo)’ (vgl. S.30). Falls Vy % Dy, so zerlege man w/(po) :=
w’ entlang einer Jo (V) -Aufzihlung (P§,Q4, P,...,Q}, P}). Dies liefert Vektoren
w'(r) € R\ X'+ R. Wir kénnen nun annehmen, unsre J? (V)-Aufzihlung sei gerade
die in (A6) geforderte. Dies bedeutet bloss, dass unser v’ = w'(po) zu einem u'(r)
wird. Es sei

(58) W' = ((po), w'(p1),..., %' (;))  (fiir Vg~ Dy dst ¢ =0)

Auf der linken Seite sei w(ps) € Py \ (X + B5). Man bilde analog W := {w(po))
bzw. W := (w(po),..., w(p:)} und setze G|X = p, Pw(p;) = v'(p;) fir 0 < i < &.
Dadurch wird eine lineare Bijektion & : X & W — X' ® W’ definiert, welche gemiss
Lemma 12 wieder (44),(44’) erfiillt. Ausserdem ist (VA € V) (X o W)Nn A) =
(xnae®na) “L (xna) e pw@) = (X' n4) & (WI0) =
(X'nA)e(W'nA) =(X"@W’')n A", d.h. J erfiillt auch (45).

Im folgenden werden wir zeigen, wie das W C E zu wihlen ist, so dass {3 auch partitio-
niert und isometrisch wird! Das nichste Lemma zeigt dies fiir den primen Fall Vg~ D,
(womit Satz 24 erneut bewiesen ist) und bildet gleichzeitig die ”Induktionsvoraussez-
zung” fiir den nichtprimen Fall,

Lemma 30: (G[11],S.35f) Ses P! € V' kompakt und srreduzibel. Dann existiert zu
Jeder partitionierten Isometrie o : X — X' und zu jedem v € P'\ (X' + ?’) ein
w € P\ (X + P), derart dass $: X @ (w) — X' & (w'), P|X ;= p, Pw := o', eine

partitsonserte Isometrie sst.
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Beweis: ¢ ist von der Form ¢ : Xy, &--- 0 Xyy 0U = X}, ©---0 X4 ©U".

Wir betrachten die Zerlegungen

(59) E=Xn0 X} = Xa © (A(U,11) ® AX, 11)4),

(59') E =X} 0 Xt = X} 0 (A(U', 1) © A(X", m)*).

w' = w + (wh +y') sei die Zerlegung von w’ beziiglich (59°) (den Fall p : U — U"
behandeln wir nebenbei). Wir werden in drei Schritien (61),(64),(65) ein Pendant
w = w + (wo + y) konstruieren mit w € P \ (X + P). Dabei ist w := p~'w' und fiir

wp wird gelten
(60) (Vzo €U) (w0, 20) = (w}, pzo).

Dann ist fir alle z = z + 20 aus X, ©.U (w,2) = (w,2) + (w0, z0) = (&', p2) +
(6, pz0) = (w, pz) und wegen (w,w) = (w’,w') = 0 (E, E' sind alternierend!) ist
p: X0 (w) - X' (v'), |X = p, Pw := u/, dann eine partitionierte Isometrie
(beachte (49)).

(61)  wi=9p'w' € (ry, P) N X und 3wy € (4, P) N A(U,v,) mit (60).

Beweis von (61): Gemass (54) werden 7, P baw. 7y, P! von (59) bzw. (59’) zerlegt,
insbesondre ist w' € (ry, P') N X}, und w) € (v, P') N A(U", ;). Wegen (45) und
weil o partitionierter Isomorphismus ist, gilt ¢((ry, P) N X3) = (74, P') N X}, woraus
die erste Behauptung folgt. Zur Konstruktion von wo bendtigen wir das sogenannte
” Kaplansky-Lemma”:

(G[11],5.25)Sei F' das Erzeugnis der linear unabhingigen Vektoren

) fi,..., fn tm reguliren Sesquilinearraum E und A C E ein Tedlraum.

Sind ay,...,a, €k beliebig, so st fir die Existenz eines z € A mit

(V1 < i< n) (2, f;) = ai notwendig und hinreichend, dass AL N F = (0).
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Sei nun U" = (U' N (ryy PYL) @ (fl) @--- @ (fL). Aus U = U’ und (45) folgt
o(UN (19 P)L) = U' N1y P. Somit ist U = (UN(my P)L) & (f1) ®-- & {fu) (fi:=
p~1f1). Wegen (rqy P}t N {f1,...,fa) = (0} existiert gemiss (62) ein wy € 7, P
mit (wo, f;} = (wh, f!). Indem wir zur zweiten Komponente von wy beziiglich (59)
iibergehen, konnen wir wg € (74, P)NA(U,v,) annehmen. Da w} € (1, P')NA(U?, 7,),
konnen wir statt der f; in obiger Gleichung beliebige zo € U zulassen. (Firp: U — U’
betrachten wir (U'NP1) & (f]) ®--- @ (f) und finden mit (62) sogar ein wy € P mit
(60); Fortsetzung in (65)).

Als nichstes suchen wir ein y € A(X,v;)*, das unser w + wo von 74, P nach
P bringt. Dazu zerlege man @' = wj, +---+wj € X} &---OX4 bzw. w =
Wm+ 4wy € Xy, O+ & Xy . Da p partitioniert ist, ist (V1 < ¢ < m) w; = p~1ul.
Betrachtet man fir 1 < ¢ < m die Zerlegung (X, @« ® Xn;1,) © Xy, & (X, ©
-+-@ Xy )t (und das Analogon in E'), so erhilt man dhnlich wie im Beweis von (61)

eine verfeinerte Aussage iiber w:

(63) (V1<i<m) w;€ (7 P)NX~;.

Ses X .= Xy, © -+ ® Xy, @ U C E partitionierter Unterraum und

W + -+ w1 + Wy € X, ©---0 Xopy © AU, ) mit
(64)  wo € (ryy PYNA(U,7,) und (V1 < i< m) w; € (4, P) N Xy,.

Dann 3y* € A(X, 1) N A(X, 1)t mit Y izowi + y* € 7y, P

und 3y € A(X, 7,)t mit Yiow; +y € P.
Beweis von (64). Wir zeigen induktiv, dass es fiir alle 1 < { < m Vektoren y; €
A(Xy; @0 U,7%;) NAX, 1)t (1< j < i) gibt mit v(d) := Tjmow; + Xjmyts €
(M P)NA(X~; ®---®U, ;). Fir ¢ = 1 setze man y; := 0. Die Behauptung gelte nun
fiir ein festes ¢. 7v;,, P und 7y, P werden von

E=E0BoOE:= (X4, ® - 0Xy) OAXy O 00U, %41) © AX, %igr)*
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zerlegt und wegen (74, P) N Bz = 7y;((7y,44 P) N E3) (vgl. (56)) ist v(s) ein 7y~
Berihrungspunkt von (7, P) N E»; mithin gibt es ein v(§) + giy1 € (v(5) + A(Xy; ©
< OU%)) N (7541 P) N Ez). Aus g1 € A(Xy; ©--- 0 Uy vyy,) und gigy €
A(Xy; ©---© U,y)* folgt unschwer, dass yiys L A(X,7,). Somit ist (i + 1) :=
Wit1+(v(1)+i41) € (Tyi41 P)NA( Xy, ©- -0, 744,4), d.h. die Behauptung gilt fiir
f+1. Alsoist y* := Y12 145 € A(X, 1) NA(X, 7,)L und Yl owi+y* = v(m) € Trpm P
Sei v(m) +ym+1 € (v(m) + A(X,7,)L) N P. Man setze y := y* + ym+1. Damit ist (64)

bewiesen.

Fiir ein y aus (64) ist also w := w+wo+y € P. Ist w & X+ P, s0 haben wir Gliick
gehabt und Lemma 30 ist bewiesen. Andernfalls wihlen wir ein ¢ ¢ PNXL\ (X +P) (;é)
0 und ersetzen w durch w+ ¢ =w+wo +y+¢ = w+ o+ § € P\ (X + P) (dabei ist
t=to1 +toz € A(U,7) ® A(U, 7,)L, o := wo + £y, § := y+tog, wegen ¢ € X+ bleibt

w + ¢ winkeltreu zu w'). Zu zeigen bleibt
(65) PnXi\(X+P)#0.

Beweis von (65).

1Fall: dim(P/P) > Ro. Wegen (51) ist § := dim(X) < dim(P/P) und gemss (68) ist
dim(E/X*) < 6. Somit ist dim(P/Pn X1),dim((P + (X n P)) nXL/Pn X1) < 6.
Da andrerseits dim(P/P 1 X) > max{6, X}, folgt PN XL > (P + (X P))nx+ @
(P+X)NnPN XL, Um einiges schwieriger ist der

2.Fall: dim(P/P) < Xy (G[10],8.117,118). Wegen (51) muss dann auch dim(X) < R
sein. Wir unterteilen den Beweis von (65) in (66) und (67).

(66) wEX+P = P'nX"1\ (X +P)#0,

67)  PaXL/(PAXY)n(X+P) ~ P'aXL/(P'nX'L)n (X' +P).

Beweis von (66). Man zerlege w € (X+P)NP = P+(XNP)inw = p+y € P+(XnP).
Sei X = (XNPL)® (f1)®-- & (fn). Gemiss (45) ist X' = (X'nP' Je(fl)®---o
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(£2) (f! == pf;). Wegen (62) existiert ein p' € P/ mit V1<i<n) (o, f) = (p,fi)
Somit ist auch (Vz € X) (¢',0z) = (p,z). Nun ist ¢ := —w' +d' + py € P'n X",
denn fiir alle pz € X' ist (¢, pz) = —(w,2) + (p,2) + (y,2) = —(w,2) + (w,z) = 0.
Daw g P+ X' aber g + py € P+ X', ist ¢! ¢ Pi 4+ X1,
Den Beweis von (67) unterteilen wir in (68) bis (71). Fir jeden reguliren, diago-

nalen Sesquilinearraum E und fiir alle Unterrdume X C Y C F gilt zunachst

dim(E/X1) = dim(X), dim(X1/Y?1) < dim(Y/X),
(68) dm(Y) <R = Y =Y1L

X =X11 und dim(Y/X) <Ry => dim(X*/Y4) = dim(Y/X).
Beweis von (68): Sei vorerst K C E, dim(K) < Ro. Nach G[10],8.22 ist dim(E/K*) =
dim(K). Ist dim(K) > Ro, so existiert ein orthogonaler Summand K; € K mit
dim(Kj) = dim(K), woraus wieder dim(E/K+) = dim(K) folgt. SeinunY D X, Y =
X & K. Dann ist dim(X+/Y1) = dim(X4 /XL n K1) = dim(Xt + KL/KL) <
dim(E/K1) = dim(K) = dim(Y/X). Die restlichen Behauptungen ergeben sich aus
dim(Y+1/X11) < dim(XL/Y4) < dim(Y/X).

68
(69) P/Paxtext+p/xt @ x/xnpt @ xyxinpr o ppaxeL

P+ (XnP)(B+(XnPYnXt ~ P+(XnP)+x+/x+ @
(1) Xx/Pin(XnPinX & X/ n(X'nP)AX ~...

~ P4 (X'nP)/(P + (X' nP))nX"L.
Hierbei folgt * in (70) aus (PN X)n(XN(XNP)L) — (f’\'LnX')n(X'n(X'nP')l),
welches gilt, da ¢ : X — X’ isometrisch ist und (45) erfiillt.
Weiter folgt aus (P+X)nP/P = B+(XnP)/P~ XnP/xnP ® XnPyxnPi =
.2 (PP +X)nPPiund P/P~ P'/Pi (n indextreu) durch Subtraktion

(71) P/P+X)nP ~ P{(Pi+X')n P
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Da alle in (69),(70),(71) betrachteten Quotientenrdume endlichdimensional sind, erhal-

ten wir (67) wieder durch Addition und Subtraktion ((67) = (70) +(71) - (69)). Damit
ist Lemma 30 vollstindig bewiesen[]

Die Grundidee des Beweises von Satz 25 tritt deutlich hervor im einfacheren

Beweis von Korollar 26: (Voraussetzungen von S.60,61) ¢ : U — U? (dim(U) <
00) sei eine Isometrie und v € E\U' mit D(w,U") = P§, wo {P},Q4, P} = Jo(V')
und Vg >~ Mj. Setze w'(po) := w'. Gemiss Lemma 30 kann der (44),(44’),(45)
erfiillende Isomorphismus § : Z := U @ (w(po), w(p1)) — 2' := U' & (w'(po), ' (p1))
auf U & (w(po)) isometrisch gewshlt werden. Es geniigt, w(p;) € P, \ U + P; und
w(g1) € Q1 \ U + O, durch Vektoren W(p1) == w(p1) +to € P\ U + P; und (gy) :=
w(g1) — to € Q1 \ U + O; zu ersetzen, welche zu w'(p1) bzw. w'(q1) winkeltreu sind

(dann gilt wieder w(po) = @(p1)+®(g1)). Dazu muss notwendigerweise g € Eﬂ@ =
PiNQ; sein! Wegen $(Z N Pit) = Z'N Pt findet man mit (62) wie auf S.63 zunachst
ein to € P mit (V2o € Z) (zo,w(p1) + to) = (P20, w'(p1)) (damit ist auch #(g)
zu w'(q1) winkeltren). Nach Voraussetzung (A6) ist nun P C (PLN @)L, dh
to ist ein gp-Berihrungspunkt von P; N Q, (vgl. (37)). Ersetzt man t; durch ein
to+y € (to +Z)N (P NQy), so ist to von der gewiinschten Sorte.[]

Den etwas technischeren Beweis von Satz 25 unterteilen wir in Lemma 31 und
Lemma 32.

Lemma 31: Es sei ¢ : X — X' wie auf S.60 und W’ = (w'(po),...,w'(p:)) wie in
(58). Dann existiert esn W = {w(po), (pr),...,w(p:)), derart dass ¢ : X ®W —
X'OW! (Y1X = p, wlpo) = w'(po), w(p:) — w'(p:)) ein (44), (44"), (45) erfiillender,
auf X @ (w(po)) ssometrischer, partitionserter Isomorphismus ist.

Beweis: Wir wihlen ein zu w/(po) € P§\ (X' + f’}) winkeltreues w(pg) € Py \
(X + B) mit pw(po) = w'(po) gemiss Lemma 30. Es geniigt zu zeigen (Induk-
tion), dass es eine Zerlegung w(po) = w(p1) + w(q1) € P + Q; mit pi(py) =
W(p1), pti(q1) = w'(q1) gibt (vgl.(49)). Dazu schreiben wir @ : X — X! ausfiihrlicher
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B : Xy, & 0Xy, 6U = Xy ©---0 XY, ©U'". Esist 0.BdA. X; # (0)
(sonst ist Lemma 31 trivial). Fir das ¢ := ¢; aus (A6) gilt dann ,, > € > 4,_, oder
€> Yy, oder 4, > €. Wir betrachten die Zerlegungen

(72) EoE = (Xy, & -0 Xy,) ® A(Xq,_; B 66Xy 00,

(1)  EBoH =(Xy,60X),)0 A, , 60Xy 0l

(welche ausarten zu A(Xqy,,, @ --- © Xy, &U, ¢) fiir € > 4, bzw. (X, @0 X7, )®
A(U, ¢) fiir 4; > €). Nach Definition von e sind Pj, P{, @} 7c-abgeschlossen; somit folgt
fir die durch (72’) zerlegten Vektoren w’(po) = af,+a', w'(p1) = ¥, +V, w'(q1) = ¢}, +¢',
dass a},,a' € P}, b,V € P, ¢),,¢' € @} (vgl.(54)). Nach Voraussetzung wird w(po)
beziiglich (72) zerlegt in

wipe) = p~lal, +a mit p~lay, € BN E,, a€ P NE;.

Wir zerlegen a weiter in @ = b+ & € (P, N E1) + (Q1 N E1) und definieren als erste

Naherung _

B(p1) =7 () +b € (PNE) + (PN Ey),

(q) := 7 (cp) +E € (Q1 N ) +(Q1 N Ey).
Bsseib= Y 0odbi, 6= Y006 € By = Xyp_, ©- -0 Xy ORund ¥ = T00H, ¢ =
Yioc € =Xy, @ ©Xy ©R, wobei R := O{F € Sy, | F C Ey,F
(Xqp—1 ® - © X, ) = (0}} und R’ analog definiert ist.
Wir wollen b, ¢ durch geeignete Vektoren b := E:';ol b € PLNE; bzw. ¢ := Y0 é: €
Q1NE, ersetzen, derart dass die Bezichung a = $+¢ erhalten bleibt und (Vi # 0) pb; =

(73)

b gilt. Dann ist automatisch (Vi # 0) pé; = pa; — pb; = a! — ¥, = ¢! und die Vektoren
w(p1) == o~ (B,) +b, w(g1) := p~!(ch) + ¢ sind von der gewiinschten Sorte. Machen
wir den Ansatz b:= b+ £ und é := é — {, so haben wir das Problem reduziert auf den

Nachweis von

(14 3= Z::olt. €(PLNQ1)NE, mit (V1 <i<n—1)p(b;+§)=b.
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Beweis von {74). Firy, > eistd = b und é = ¢. Seijetat ¢ > 7,_; (n — 1 < m).

Setzt man T := PN @, soist b € o¢T C Ty T gemiss (A6). Aus b = b,_; +

b € By = Xyy_y ® (Xyn_g ® - © R) folgt mit (54), dass by_y, Y7-25; €
n-—-3y

1T Tpa T Dbu_z+ Y icp bi € Xn—2 © (Xq,_3 © - © R) impliziert wiederum
bp_a, }:::03 b € TAn—o T So fortfahrend erhilt man induktiv

(75) (Vi<i<n-1) b emT, ¥ ey

Da o partitionierter Isomorphismus ist und wegen (45) ist o(Xy; N7y, T) = ANy T
Aus (75) folgt daher

(76) Vi<i<n- 1) t; = go_‘(bﬁ - SOS,') € X'ﬁ n Tﬂh-T.

Man bestitigt sofort, dass die {; den zweiten Teil von (74) erfilllen. Die Giltigkeit
des ersten Teils hingt nun an der Definition von fo! Wegen (76) und (64) existiert
ein g € AXy_y & B U, 7,4) N A(Xy,_; ® - & U,y)t C R, derart dass
vi=Y ity e ("ya—1T) N E1 und wegen (ry,_, T) A Ey = 74,_, ((7T) N Ey)
(vgl.(56)) existiert ein v+y, € (v+A(Xy,_; & -©U, 1, )L)0(7eTNE) C 7T =T.
Alsoist bp :=y* +y, € Rund { := E?;ol {; € T. Dies beweist (74) und somit Lemma
31. 7

Es sei W' aus (58) fixiert. Wir betrachten Raume W := (w(po), ..., w(p;), @(pi+1),
- W(pr)), sodass ¢ : XOW — X'@W' (Y|X = ¢, w(p;) — w'(p;), i(p;) — w'(pj))
ein (44),(44’),(45) erfiillender partitionierter Isomorphismus ist. Ein solches ¢ heisse
pi — isometrisch, falls $|X & (w(po), ..., w(pi)) isometrisch ist. Lemma 31 liefert ein
po—isometrisches ¢ : X @ W — X' & W’. Mit dem nichsten Lemma ergibt sich daher
der Beweis fiir die Adjungierbarkeit von @' bei nichtprimem, irreduziblem D'(w’, X").

Lemma 32: Sei W := (w(po),. .., w(pi—1), 9(pi), ..., h(pe)) und ¢ : XaW — X'oW!

sei pi—1~isometrisch. Dann existiert ein p;-isometrisches ¢ : X @ W — X' @ W".
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Beweis: Wir schreiben unser p;_;~isometrisches ¢ : X @ W — X' & W' gemiss

(49) in der partitionierten Form

(1) ¥: Xy & 0 Xy )OZ = (X, ©---0 XK )02 (ev. Xp = X} = (0)).
Gemiss Definition einer J(Vg)-Aufzahlung existiert ein r; € {po,p1,q1,...,pi-1,Gi=1}
mit w(r;) = w(pi) + w(g) € P + Qi und w'(ri) = v'(pi) + v'(qs) € P! + Q!. Diese
Vektoren seien beziiglich X, ® Z bzw. X}, & Z' zerlegt in

wir)=a+a w(r)=d+ap

w(p) =b+b  w(p)=b+H

w(g)=ct+é (@) =+
Nach (61) ist g, a0 € 7y, Ry, b, by € 1 B, ¢,¢0 € 7y, Qi und die analogen Beziehungen
gelten auch in F'.
ao ist bereits winkeltreu zu af, aber by nicht zu & und éo nicht zu ¢! Wir wollen b,
bzw. é durch winkeltreue by := by + tp € P; NXi bzw. ¢o := 6 — b € QiN Xit
ersetzen. Dazu muss to offenbar aus TN Xi := (Pi N Q;) N X} gewahlt werden. Aus
der Giiltigkeit von (AS) fiir ¢; folgt zunichst

(78) 60 € 7y, P CooT, by € ™ P! C ooT".

Da ¢ (45) erfiillt und partitioniert ist (Lemma 31!), gilt $(Z N (aoT)L) = Z'N (00 T") .
Setzen wir Z = (Zn(00T)L)d(f1)®- - -®(fx), sofolgt Z' = (Z'N(0eT") L) (¥ f1)0- - @
(¥ fx). Gemiss (62) existiert ein ¢y € 09T mit (V1 < ¢ < k) (fi,to) = (¥f;, b)— (i, bo).
Wegen (78) gilt die Gleichung dann auch fiir beliebige 2o € Z (statt bloss f;). Ersetzen
wir £ durch seine erste Komponente beziiglich A(Z,~,) ® A(Z,v,)*, so ergibt sich
(79) o € (00T) N A(Z,7,) mit (V2o € Z) (2o, bo + to) = (0, Bh).

Da 00T, 7+, T beziiglich A(Z,~,) ® A(Z,~,)* zerlegt werden, ist nach (56) (d0T) N
A(Z,m) = oo((ry,T) N A(Z,7,)). Ersetzen wir ¢ durch ein iy +y € (fo + ZL) N
((ry T) N A(Z, 7)), so konnen wir (79) verschirfen zu

(80) 3to € (g T) N A(Z, 1) mit (Vzo € Z) (2o, bo + to) = (¥20, B)).
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Zu to aus (80) existiert gemiss (64) ein y € X§ mit ¢y +y € T. Ersetzt man ¢y
wieder durch ¢, +y, so ist @W(p;) := w(p) + o € P, w(qi) := w(g:) —to € @
und w(r;) = w(p;) + W(g;). Setzt man noch ti(p;) := w(p;) fir0 < j <1 -1,
s0 st § : X @ (@(po),..., () — X' @ (w'(pa),.., v (pi)), BIX = o, p;) —
w(p;) (0 < j < i), klarerweise eine partitionierte Isometrie. Wie in Lemma 31 findet
man eine Zerlegung w(riy1) = w(pi+1) + w(gi+1) € Piyr + Qipr mit pri(piss) =
W(pis1), P(gi+1) = w'(gi+1). Sofortfahrend bilde man w(p;), (g;) fiiri+1 < j<¢
und setze W := (@(po), ..., B(ps), w(pis1), .. .,(p:)). Die Abbildung ¢ : XGBW —
X' oW, §|Xp:=0p, 6(p;) = w'(pj) (0 < j <), wpy) > w'(p) (I +1< 5 < 1), ist
dann p;-isometrisch. (]

Bemerkung: Sei ¢ : X&(w(po),..., w(pi—1)) = X'®{«'(po), ..., w' (pi—1)) eine
partitionierte Isometrie. Es liegt nahe, direkt eine Zerlegung w(r;) = w(p;) + w(g;) €
Fi+Qi mit w(p;) bzaw. w(g;) winkeltreu zu w’(p;) baw. w'(¢;) zu konstruieren, um so ¢
2u einer partitionierten Isometrie ¢ : X@(w(po), ..., w(p;)) — X'® &{w'(po), . . ., w'{ps))
auszudehnen. Schreibt man ¢ in der partitionierten Form ¢ : X0 Z — X'@® 2, 80
ist zwar fiir A € V stets (Xy N A) = p(Xi N A) = X' N A’ (wovon wir in Lemma 31

Gebrauch machten), aber i.a. ist Y(ZNA)#£2'n A, da ¢ (noch) nicht (45) erfiillt!
Dies erklirt die Aufteilung des Beweises in Lemma 31 und Lemma 32.

Ist in Satz 25 (A6) fiir ein 8 € sp(V) nicht erfiillt - z.B. falls Vg ~ M; und die E-
lemente P,Q,R€ J 9(V) 1 1-abgeschlossen sind - so besteht u. U. dennoch Hoffnung
fiar eine induzierende Isometrie, sofern die Quotienten P/P,Q/0, R/R endlichdimen-

sional sind.

Genauer: Sind Xo, X} C E endlichdimensionale Teilriume mit (44),(44)’ und ist g :
Xo — Xj eine (45) erfillende Isometrie, so heisst (Xo, g, X}) ein initiales Tripel
([10],(14],[16}). (Xo, o, X}) entschirft ein P € J(V), falls K C Xo, K’ C X6 existieren
mit P=P+K,P =P+ K.
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Angenommen, es existiert nun ein initiales Tripel (Xo, o, X}), welches alle P €
UgJse (V) | 8 verletzt (A6) } entschirft. Dann kann man die rekursive Definition der
Isometrie ® : £ — E mit o : Xo — X} (statt (0) — (0)) starten und erhilt nur
noch reduzible oder (A6) erfillende irreduzible Elemente D(w, X) € V, womit das
Problem auf Satz 25 zuriickgefihrt ist. Falls man alle nichtprimen P € J(V), P’ €
J(V') in ein initiales Tripel packen kann, so geniigt es, Satz 24 zu zitieren. Dies
ist das Vorgehen von Gross{10],Kap.16, Gross-Keller[14] und Haapasalo[16]. Die dort
untersuchten Verbande sind alle endlich und aus {Mj; 3}€. In einigen Fillen gilt auch
(A6), jedoch lasst sich Satz 25 nicht direkt anwenden, denn die Verbande in {16] sind
nicht orthostabil und in [10},[14] ist der Raum F nichtalternierend. In allen Fillen liesse
sich aber der Nachweis von (44), (44)' fiir Xo, X} mit den Ergebnissen aus Kapitel 1
verkiirzen (wie im Beweis von Satz 38).

Gibt es nichtprime P € J(V) mit dim(P/P) = oo (wie in 2.4), so miisste man bei
der Konstruktion des unendlichdimensionalen Tripels (Xo, o, X}) zusatzlich darauf
achten, dass Xp, X} partitionierte Raume werden! Diese kaum zu bewiltigende Auf-

gabe war es gerade, die den Autor zur Bedingung (A6) fiihrte.

In nichtalternierenden Riumen [F,(,)] muss bei der Adjunktion eines Vektors
z zu einem partitionierten Isomorphismus ¢ : X — X' neben der ”Winkeltreue”
darauf geachtet werden, dass z diesselbe "Lange” wie die Vorgabe z' besitzt (d.h.
(z,z) = (z',2")). Es erweist sich, dass Elemente P € J(V) mit dim(P/Pn P+) < oo
diesbeziiglich Probleme bereiten. Initiale Tripel kdnnen auch hier einspringen, um
solche P’s zu entschirfen. Im Beweis von Satz 38 werden wir dieses Verfahren zusam-

men mit (A6) auf einen 957—elementigen Verband anwenden.



72

2.3 Mengentheoretischer Teil des Beweises

Jeder endlich dimensionale Teilraum U C E ist ein partitionierter Unterraum,
aber der Limes {J{U, | n < wp} einer aufsteigenden Kette Up C U; C --- endlich
dimensionaler Riume braucht natirlich kein partitionierter Unterraum mehr zu sein.
Auch der Limes einer aufsteigenden Kette {Xy | 7 < A} von y-Riumen braucht kein
A-Raum zu sein, falls 8 ! # 8) (vgl5.59)! Diese Probleme behandelt der schon
auf 5.56 formulierte Satz 33, den wir in diesem Abschnitt beweisen wollen. (Das
Verstandnis des recht langen, technischen Beweises ist fiir die Anwendungen von Satz

25 in 2.4 nicht nétig, d.h. 2.3 kann ibersprungen werden.)
Satz 33: (G[11),5.26,Wild) Es seien (E,S) und (E',S') part. Réume der Dimension
K(E) <mo und B := (e, | + < k) bzw. B' := (¢} | t < &) seien Folgen in E bzw.
E'. Ferner ses F eine (CC) erfillende Familie, derart dass gewisse (p: X — X') € F
(PP) erfillen:

dim(X) < Ro = o erfilit (PP),
(50) (dim(X) > Ro und (e | ¢ < dim(X)) C Xund

(¢ |+ < dim(X")) C X") => o erfiilli (PP).
Dann besitat jedes (po : Xo — X}) € F eine Erwesterung (d: E — E') €F.

Korollar 34: Es seien (E,S) und (E',S') part. Riume der Dimension x(E) < my
und F ses eine (CC) erfillende Famslie partitionserter Isomorphismen, welche alle
(PP) erfillen. Dann besitzt jedes (o : Xo — X}) € F eine Erwesterung

(®:E— E)€eF.

Die hier nicht erklirten mengentheoretischen Grundbegriffe wie Ordinalzahl, Kardi-
nalzahl (=Anfangszahl), Kofinalitit, regulir, findet man in Kunen|20] oder Lévy[21].
Fiir Ordinalzahlen verwenden wir griechische Buchstaben, wobei A stets eine Limeszahl
und & stets eine Kardinalzahl bezeichnet.
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In diesem Abschnitt ist es bequemer, die auf S.54 eingefiihrten Begriffe etwas anders
zu definieren: Sei £ eine beliebige Ordinalzahl und X C E ein Teilraum. X heisse
£-Raum, falls dim(X) = £ < Rq oder falls dim(X) = |¢| = Ry und X ein y-Raum im
Sinne von §.54 ist. Fiir einen Teilraum X C E mit dim(X) < |¢| sei A(X, £) der von

X erzeugte {-Raum. Partitionierte Unterraume schreiben wir jetzt in der Form
X=XKm EB_'Xn,,,_l $®Xl€1 @U,

WO K > Km—1 > -+ - > &1 unendliche Kardinalzahlen sind und X; ein x;~Raum ist.

Sei F unsre Familie von partitionierten Isomorphismen und sei (o : S @ Zo —

S'®2Z') € F. Dabeisei § := Xk, & @ Xk,,, Z0 := Xx,_, ®---® U und
§S'=Xk,® - 0Xk,, 2§:=Xk,_,®---dU".
Ein Teilraum T C E (bzw. T' C E') mit dim(T') = x < &k (k» minimal) heisst zu o
adjungierbar, falls ein (o : S®Z — S'®2Z") 2 o aus F existiert mit T C domyp (bzw.
T' Cimyp), wo Z 2 Zy, Z' 2 Z§ part. Unterrdume der Dimension < dim(Z;) + & sind
(fiir &£ > Ky, haben wir p: Z — 2).

Wir benotigen noch einige weitere Definitionen:
F(PP):= {(p: X = X") € F | dim(X) < Rg oder
(dim(X) > Ro und (e, | ¢ < dim(X)) C X, (¢} | ¢ < dim(X")) C X")}
F*:=FU{p|p: E— E' Vektorraumisomorphismus}
A(r) :<=> (Vipo € F(PP))
(VT C E)(dim(T) < & => 3p € F*, das T adjungiert) und
(VI' C F')(dim(T") £ & = Jp € F*,das T" adjungiert))

Man beachte, dass gemiss (50) alle p € F(PP) die Pingpong-Eigenschaft (PP) be-
sitzen.

Die Aussage A(x) ist fiir alle £ < x(E) := dim(E) definiert. Da man durch endlich
oftes Anwenden von (PP) jeden endlichdimensionalen Raum 7' C E adjungieren kann,
gilt A(x) fiir alle endlichen x < x(E); insbesondre folgt Satz 33 fiir endliches x(E)
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(man adjungiere E zu ).
Sei ab jetzt x(E) unendlich. Unser Ziel ist es,
81) (Ve < &(E)) A(x)
zu zeigen; dann konnen wir wiederum E zum vorgegebenen g adjungieren und erhal-

ten eine Erweiterung @ : E — F*.

Kine Funktion f : A; — g heisst Normalfunktion (L{21]), falls f streng monoton
wachsend, stetig und unbeschrinkt ist, db. £ <9 = fE< fn, (VA< X)) fA=

sup{f¢{1 £ <A}), Uf(M)=a
Es sei A := cf) die Kofinalitit von A und Reg(};) := {} <A1 | A=)} die Menge aller
reguliren Limeszahlen (Kardinalzahlen) unterhalb ;.

Lemma 35: Sei k(E) unendlich. Falls fir alle % < k < k(E) eine Normalfunktion
f:E— K mit

(82) (VA € Reg(£)) 3A*(A* < A und A < f)*)

exsstiert, so gilt (Vi < k(E)) A(x).

(82) bedeutet also, dass f alle reguliren Limeszahlen A < & ”{iberspringt”.

Beweis: Wir beweisen (Vx < £(E)) A(x) mit transfiniter Induktion nach x. Wie

gesehen, gilt A(x) fir alle endlichen k < £(E). Sei jetzt x < x(E) unendlich, und es
gelte

(83) (Ve' < &) A(x).

Wir haben A(x) zu zeigen. Seien dazu ein (py: S® Zy — S' @ Z§) € F(PP) und ein
T C E mit dim(T') = & vorgegeben; die geforderte Erweiterung p: S© Z — '@ 2!
werden wir als Limes einer aufsteigenden Kette {p¢ : S & Z¢ — §' @ Zi | E< Kk} C
F(PP) konstruieren. Durch Ubergang von £ — € zu ¢ — £n_; + f¢ kann man

(84) dim(Zo) = dim(2) < | fo|
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annehmen. Fiir spatere Zwecke schicken wir folgende triviale Bemerkung voraus:
Sei SOZ = (Xep @ ® Xep) ® (Xipey &+ 0 Xg, ®U)
(85) esn part. Unterraum. It ye S Z, y=Y yr e D{F | F € So},
(VFES)(FCS=>yr=0),s01sty€ Z.
Stellt man einen Vektorraum Y als Vereinigung einer aufsteigenden Kette von

Unterrdumen dar, so spricht man von einer Filtrierung von Y. Wir fixieren nun fiir

alle x-Raume und alle fA-R3ume (X < &) Filtrierungen der Form

Y=JYIfel, (Y€ <k) dim(Y[f€]) = |f€,

<K

Y= YI[fel, (Y€ <) dm(Y[f€]) = |f€.
¢<A

(36)

Analoge Filtrierungen seien fir alle x-Riume und fA-Riume Y’ C F fixiert. Die
Existenz solcher Filtrierungen ist klar. Ausserdem fixiere man fiir alle A < & kofinale
Folgen Ag — A (B < A) mit (V8 < A) B < Ag.
Wir definieren unsere aufsteigende Kette (p¢ | £ < £) rekursiv: Sei £ < & fest und fiir
1 < { seien die (pn : S& Zy — S'® Z}) € F(PP) mit dim(Zy) < |fn| bereits definiert
(vgl(84)). Ferner sei fir n, < ny < § auch Zy, C Zy,, 74 , € Zjp,. Zur Definition
von ¢ machen wir eine Fallunterscheidung. (Interessant ist & = «, vgl. 5.77.)
1.Fall: £ ist Nachfolgerzahl. Wir setzen

Te :=(e¢) + A(T, 8)[£€] + LA A(Zn, ) €] | 0 < €}

87 .
e + Ay, INIE 1 €< A <k mit A < J& Mg <€),

T4 i={ek) + T{A(Z), W) 1€] 11 < €}
+ TAAZR,, PVTFEN €< A < i mit § < 1 hg < )

Es ist dim(T¢) = 1+ |f&] + €] - 1£€] +1€] - |£€] - F€] = |£€] und analog dim(T}) = |f€|.
Wegen |f€] < x konnen wir gemass (83) zweimal A(|f ¢|) anwenden und erhalten ein

(87')
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(pe:S®Z¢ = '@ 2) 2 pe—1 aus F mit Z¢_y C Z¢, Z;_, C ZL, dim(Z¢) < |£¢|
und Te C S & Z¢, T C S' @ Z{. Klarerweise ist mit p¢; auch p¢ aus F(PP).

2.Fall: { ist Limeszahl. Wir setzen A := §. Es liegt nahe, Z) :=U{Zy |7 <A}, 2} =
U{Z}) |7 < 2} und py := U,prq :S@Z) — S'® 2} zu setzen. Klarerweise ist )
ein Vektorraumisomorphismus mit ¢) (Z) ) = Zy wdT) = Uq<AT'I CSez), T} =
U,' <\Tjj € 5'®Z}. Weniger klar ist, ob ) ein partitionierter Ilsomorphismus ist, d.h.
ob Z) und Z} iiberhaupt fA-Riume sind! Dazu geniigt es offenbar, dim(Z)) < |fA|
und A(Z),f)) C Z) zu zeigen (sowie das Analogon fiir 24). Esist dim(Z)) =
sup{dim(Zp) | n < A} < sup{|fn| | n < A} = |fA]. Die zweite Aussage ist weniger
trivial:
A2y, ) = | A2y, 1) ®
B<A

A2y NI | € | Zn =2y
N<B<d \)g <L'J7 <A g nL<J/\

Erliuterung von x: Da i* < Ag < 0, ist wegen (82) A < fA" < fy, dh. es ist
AZy g INTI1) € Ty € 5 @ Zy. Gemss (85) it dabier A(Z).,, /N[ 1] 7.

{) ist also eine partitionierte Isometrie. Wegen (CC) ist p) € F und damit auch
vy € F(PP) (fiir § # (0) trivial; fir p) : Z) — Z}, ist gemiss (87),(87') (e | ¢ <
dim(Z))) € 2y, (¢ |+ < dim(2Z}) € 2} )

Somit haben wir eine Kette {p¢ | { < &} C F(PP) definiert. Sei Z := [J;<4Z¢ und

2" = Ue<icZt- Dann ist p := Ugegppe : S®Z — S' @ Z' ein Isomorphismus mit
(Z) = Z2'. Aus dim(Z) = sup{dim(Z¢)| £ < k} < sup{|f¢| | § <k} = und

A(Z,k) C U A(Z'h“)= U ( U A(Z"la’c)l-fﬂ) c U Ze=2

n<k n<k \ N<é<k €<k
folgt wie oben, dass Z und analog Z' x-Raume sind; also ist ¢ : Xk, ® — &Xk, 072 —
Xk © - ® Xk, ® Z' ein partitionierter Isomorphismus (fiir £ = x,, verschmelzen
Xk, und Z zum £,—Raum Xx, © Z). Wie oben schliesst man v € F(PP). Schliesslich
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ist
87
T C AT,5) C | AT R)[f€] ' UTec S0z =592,
' <k é<k <K

d.h. p adjungiert das vorgegebene T. Damit ist A(x) bewiesen. []

Bemerkung: Es ist notig, sich in (82) auf regulére A < & einzuschrinken,
denn fiir ¥ = £ > R; kann es keine Normalfunktion f : K — & geben, welche alle
Limeszahlen A < & iiberspringt: Sei Ag < & beliebig; definiere An41 := fAn (8 < w)
und ) :=sup{A, | n < w} < k. Dannist (VA* <)) fA*< fA= A

Wir wollen nun sehen, welche Kardinalzahlen « eine Normalfunktion f : & — «
mit (82) zulassen.
Hat « die Kofinalitat £ = R, so gibt es keine Limeszahlen A < &, d.h. wir kénnen eine
beliebige Normalfunktion f : £ — x wahlen.
Ist =Ry 4 1 eine Nachfolgerkardinalzahl, so ist £ = x und Reg(x) C {Rﬂ | B <}
Setzt man f§ := wy + § (Ordinalzahlsumme), so ist (82) trivialerweise erfiillt.
(Beachtet man, dass fiir x = R,7 + 1 die Vereinigung jeder aufsteigenden Kette von Ry—
Riumen ”automatisch” wieder ein Ry-Raum ist, so lasst sich A(Ry 1) wie im Fall
Kk = Ro ohne eine Limeszahlen iiberspringende Hilfsfunktion f beweisen. Alle x < Rw,
sind von dieser Sorte, woraus sich die Schranke Ry, in Satz 24 erklirt.)
- Ist k = Ry eine Limeskardinalzahl mit ¥ < & {d.h. « ist singulir), so erfillt f§ := k+§
wieder trivialerweise (82).
Ist x = Ry Limeskardinalzahl mit £ = &, so heisst x schwach unerreichbar. Ist uo die
kleinste schwach unerreichbare Kardinalzahl, so gibt es also nach obigen Ausfilhrungen
fiir alle £ < wp eine (82) erfillende Normalfunktion f : £ — x. H. Lauchli verdanke ich
den Hinweis, dass auch viele schwach unerreichbare u noch solche Normalfunktionen

zulassen:

Lemma 36: (Lauchli) Sei mo die erste schwache Mahlo-Zahl (Def. unten). Dann
gsbt es fiir alle k < mo Normalfunktionen f : k — x mst (82), jedoch nicht fir x = my.
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Lemma 35 und Lemma 36 ergeben somit den Beweis von Satz 33. Zum Beweis von
Lemma 36 bendtigen wir noch einige Begriffe. Sei  eine regulire Kardinalzahl, d.h.
k = &. Eine Teilmenge C C & heisst Cub (closed unbounded), falls C in x unbeschrankt
ist und abgeschlossen unter Limesbildung, d.h. fiir alle Limeszahlen A < x und alle
monotonen Folgen {7, | { < A} € C ist sup{y; [ <A} € C.

Ist f: & — & eine Normalfunktion, so ist f(x) C & offenbar ein Cub. Ist umgekehrt
C C & ein Cub, so ist der Ordnungstyp von (C, <) gleich &, d.h. C = {rel€<n}
ist das Bild der Normalfunktion f : k — & mit f¢ := e Eine Teilmenge R C &
heisst stationar, falls R N C # @ fiir alle Cub’s C C x. Andernfalls heisst R diinn

(beispielsweise sind alle beschrinkten R C « diinn). Ein regulires x heisst nun

schwache Mahlo-Zahl, falls Reg(x) C « stationir ist; « ist dann notwendigerweise

schwach unerreichbar.

Beweis von Lemma 36 (Wild): Sei & < my regulir. Weil R := Reg(x) C « diinn
ist, existiert ein Cub C' C x mit RNC = 0. f : & — & sei die zugehorige Normalfunktion
(siehe oben). Gibe es ein A € R mit (VA* < A) fA* <), sowired= fA€ RNC, im
Widerspruch zu RNC = 0. Also erfiillt f (82).

Sei jetzt f : mg — my eine beliebige Normalfunktion. Man sieht leicht, dass C :=
{A <mg | fA = A} ein Cub ist (die Unbeschrinktheit folgt wie in Bem.S.77). Ist
A€ Reg(mo)NC #0, 50t (VA* <A} fA* < fA= A, d.h. (82) ist verletzt. [

Zum Schluss noch einige Bemerkungen iiber schwach unerreichbare Zahlen und
schwache Mahlo-Zahlen.

Sei m eine schwache Mahlo-Zahl und sei U := {ua < m | w schwach unerreichbar}.
Offenbar ist U = Reg(m) N C, wo C der Cub aller Limeskardinalzahlen x < m ist.
Da zwei Cub’s C, C' immer nichtleeren Schnitt haben (Ku[20],8.78), ist auch U C m
stationdr, d.h. m = uy, ist die m-te schwach unerreichbare Zahll Man kann sogar
zeigen, dass m die m—te unter den schwach unerreichbaren Zahlen u mit der Eigen-

_5chaft u = w, ist (L[21],8.347). Daraus ist ersichtlich, dass mp ”viel” grosser als ug
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ist.
Es gibt Modelle (V,¢) der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre ohne schwach unerreich-

bare Zahlen (Ku[20],5.34,133); insofern bedeutet also dim(F) < my in Satz 25 keine
Beschrinkung.

2.4 Ist V(V, E) ~ V(V', E) fiir diagonales F
eine hinreichende Kongruenzbedingung ?

Unm diese Frage zu diskutieren, verwenden wir einen in GLS[15] eingefiihrten Be-
griff: Sei 0 < m < w fest. Eine Struktur (V,A,V, 1,01,...,0m) (baw. (V,A,v, L) fir
m = 0) heisst quadratischer Verband, falls gilt:

(Q1) (V,A,V) ist modularer Verband mit O, 1.
(Q2) L: V = V st Galois-Verbindung mit 1+ =0, d.h.
(Vz,yeV) z<ztl z<y = y+ <zt
(@3) o : V =V ist Abschlussoperator, d.h. (V1 <~y < m)
(Vz,y€ V) z<o0qz, oqz=0q(oqz), 2<y = oyz Soqy.
(@) M1<7<p<m)(Vz€V) oyz20pg2.
(@5) (V1<1Sm)(Vz€V) oq(zt) = (o).
(Q6) (V1< y<m)(Vz,y€V) on(zVYy) =0qzVoqy.

Fiir festes m bildet die Klasse aller quadratischen Verbinde V = V,, eine Varietat KKy,
(alle Axiome konnen auch als Gleichungen geschrieben werden) und man bestitigt in
der iiblichen Weise (z.B. Gra[9]) die Existenz freier Objekte. Im folgenden sei Vo, [a] der
von einem Element ¢ in IK,, frei erzeugte quadratische Verband; ist V,, quadratischer
Verband und ¢ € V, 50 s¢i Vi (a) (runde Klammern) der von a erzeugte quadratische .
Unterverband.
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Fir m < 2 ist Vps[a] distributiv und es ist [Vo[a]| = 14 (Kaplansky, vgl.S.19),

[V1[a]| = 30 (Bani), [V3[a]| = 88 (Gross). Hasse-Diagramme von V., (m < 2) findet
man in Sch{24].
Vsla] ist nicht mehr distributiv und zahlt 957 Elemente (Gross,Lomecky,Schuppli)!
Im folgenden werden wir intensiven Gebrauch von seinem Hasse-Diagramm auf Falt-
blatt Fig.18 machen. Um das Diagramm iibersichtlich zu halten, sind die folgenden
Nachbarschaftsrelationen nicht eingezeichnet: z < a +z (ra < z < ratl), a + z <
036 + 2z (rose < z < ratl), o3a+z < 020+ 2 (roza < z < ratl), opa+ 2 <
018+7 (roye < z < ratd). Damit die ”Querverbindungen” die richtige Nordwestrich-
tung erhalten, verschiebe man die linke Seite des Plans etwas nach oben. Die Giiltigkeit
des Diagramms, sowie alle weiteren hier nicht gezeigten Aussagen iiber V3[a] sind in
GLS[15] bewiesen.

Die durch (Q1) bis (Q6) definierten ”abstrakten” quadratischen Verbande stellen
natiirlich eine Axiomatisierung der folgenden Situation dar: Ist V Teilraum eines Ses-
quilinearraumes [E, ()], so bestitigt man leicht, dass V(V, E) (Def. S.49) zusam-
men mit der Orthogonalitatsrelation L und den in 2.1 eingefiihrten Topologien o~ ein
"konkreter” quadratischer Verband (V(V,E),n, +,01,...,0m) ist (fir Ry > dim(E)
ist o diskret).

In Verallgemeinerung der Definition in GLS[15] werden wir auch fiir unendliches
m = o Sesquilinearriume E der Dimension Rq und deren quadratische Verbinde
V(V,E) betrachten. Statt von zulissigen Verbandsisomorphismen (S.49), kann man

auch von indextreu isomorphen quadratischen Verbanden sprechen.

Satz 37: Es sei E ein regulirer, alternierender Raum mit dim(E) < mo. Die
Teslriume V, V' C E seien o4-abgeschlossen und die zugehorigen quadratischen Ver-
binde V(V, E) und V(V', E) scien indestreu isomorph. Dann sind V' und V' kongruent
in E. (Man beachte, dass bes dim(E) < N3 alle Teilrdume o4-abgeschlossen sind).
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Beweis: Aus 04V =V folgt mit (Q6) und Induktion iiber den Termaufbau leicht,

dass (VA € V(V,E)) 04A = A. Daher ist V(V, E) ein homomorphes Bild des freien
quadratischen Verbandes Vs[a]. Wir nehmen zunichst an, es sei V(V, E) ~ V3[a].

Als modularer Verband ist V3[a] Dreseckverband mit

J(Vala], D)~ A A]]]]]...]] (57 Striche)
Beweis von (88). Fig.18 entnimmt man, dass die Elemente 31,22,32 bzw. 35,23,36 je
ein Dreieck bilden. Jedes der restlichen 57 irreduziblen Elemente (ungleich 1 = (0})

(88)

moge eine weitere Zusammenhangskomponente bilden. Dies liefert ein A-Matroid
vom Rang 61. Da auch §(V(V, E)) = 61 (vgl. Fig.18), ergibt sich die Behauptung.
(Gemass Satz 10 (i) sind die restlichen 57 Irreduziblen alle prim.)
Setzen wir rz := z Az, so ist gemiss GLS[15] und Tab.18
31 = (33 25) A37 = (01((ra)** A roga) V roza) A gy (rosa)
22=(37V33)A25

32 = (37V 25) A 33

(89)
35 = (48 V 25) A 37 = ((ra)++ V roga) Aoy (rosa)
23 = (48V3T) A 25

36 = (37V 25) A 37

Daraus ist ersichtlich, dass alle Elemente von (P, Q1, P1) := (32, 22, 31) g2—abgeschlos-
sen sind, aber nicht alle 5;—-abgeschlossen. Aus Fig.18 liest man o1 (P A@y) 2 0115 =
37 > P, ab. Dies bedeutet, dass die Zusammenhangskomponente (Py, Q1, P1) (A6)
erfiillt. '

Die Elemente von (Po, @1, P1) := (36,23,35) sind ebenfalls o3—abgeschlossen, aber
nicht oy -abgeschlossen, und es ist o1 (Py A Q1) > 0115 = 37 > Py, d.h. es gilt wieder
(A6). Gemass Satz 25 ist also die Verbandsisomorphie V(V, E) — V(V?, E) von einer
Isometrie £ — F indugziert.

Es bleibt noch zu zeigen, dass sich (40) unter jedem Epimorphismus 7 : Vz[a] —
V(V),a — V, von quadratischen Verbinden vererbt. Dies ergibt sich, weil aus Py =



82

o2F0, Q1 = 03Q1, Pi = 03Py, 01(PL A Q1) > P, folgt, dass 7P, = x{o2Py) =
o2(nRy), 7Q1 = 03(7Q1), 7P, = 03(xP;) und ol(TPLATQ) = a1 (a(PLAQy)) =
x(o1(PLAQY)) 2 7P O

Als nichstes wollen wir Satz 37 auf nichtalternierende Riume ausdehnen, die
noch ”geniigend viele” isotrope Vektoren enthalten. Dabei werden wir von den in
2.2 definierten initialen Tripeln Gebrauch machen. Zuvor seien einige Definitionen aus
G[10] vorweggenommen.

Nach G[10],5.7 ist jeder (orthosymmetrische) (k, »}-Raum [E{(, )] mit dim(E/EL) > 1
e-hermitisch, d.h. es existiert ein ¢ € k, derart dass

(90:) de=e’ =1 und (VA € k) pLage e 1),

(90i1) (V2,y € E) (y,2) =¢(z,9)",

{{v.y) | y € E} ist also Teilmenge von S := {¢ € k | € = €€V}, der Menge der
symmetrischen Elemente von k. Die Sesquilinearform (,) heisst spurwertig, falls jhre
Werte (y,y) in der Untergruppe der Spuren (traces) T :={é+etV | E€k} C S
liegen. Man sieht leicht, dass fiir Koérper k mit char(k) # 2 alle e-hermitischen Formen
spurwertig sind.

Sei E Sesquilinearraum. Fir y € E bzw. Y C E setze man lyl == (y,9) ("Lange von
y") baw. [Y]:={lyl | y € Y}. y heisst isotrop, falls lyl = 0 und Y heisst isotrop, falls
ein isotroper Vektor 0 # y € Y existiert. Ein Teilraum Y C E heisst totalisotrop, falls
(Vz,y € Y)(2,y) = 0. Gemiss GJ10],S.14 gilt:

o1) Y sei ein regulirer, spurwertiger, isotroper Sesquilinearraum. Dann sst
91

IY1 =T und es emistiert eine Basis aus ssotropen Vektoren.

Satz 38: Sei E regulrer, spurwertiger, diagonaler Raum mit dim(E) < mq und der
Esgenachaft

(92) (VY CE) dim(Y)=o00 = Y isotrop.
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Ferner seien V, V! C E 04-abgeschlossene Teslraume mst sndeztreu ssomorphen quadra-
tischen Verbanden V(V), V(V') und es gelte

(93) dim(V/rV)<oo =V V' und dim(Vi/rVi)<oo = Viay'L

Dann sind V und V' kongruent ¢n E.

Beweis: Wie in Satz 37 ist V(V) ein homomorphes Bild von V3a]. Ein Blick in

den Beweis von Satz 25 bestitigt, dass es geniigt, fiir eine vorgegebene partitionierte
Isometrie ¢ : X — X' mit (44),(44),(45),(50) die Ping-Pong-Eigenschaft (PP) zu
verifizieren. Sei dazu w’ € E gegeben. Wir konnen 0.B.d.A. P! := D'(w/, X') als
irreduzibel und w’ € P'\ (X’ + P7) annehmen. Ist P' € (rV'L/(0)) C V(V'), s0
konstruiere man & : X ® W — X' @ W' wie in Lemma 30, 31, 32 (hier ist stets
dim(W) < 2). Da W C rVL und W' C V'L totalisotrop sind, ist Z|W trivialerweise
isometrisch, d.h. { ist eine (44),(44’),(45) erfiillende, partitionierte Isometrie mit w’' €
im@.

Gemiss Fig. 18 bleiben noch die irreduziblen Elemente P aus

(94) M:={oy]|0<7< 4} U{(roqV)* |0< ¥ < 4} U{VL, E}

zu behandeln. Dazu machen wir eine vierfache Fallunterscheidung.

1. Fal: (YP € M) dim(P/P) = co (ihnlich wie G[10],5.123). Nach Lemma 30
existiert ein w mit (i) w € P\ (X+ P), (i) pw = o, (i%i) (Vz € X) (z,w) = (pz, ).
Es geniigt, ein y zu konstruieren, derart dass w + y (¢), (i¢), (¢¢¢) und Jw + y] = |v'|
erfiillt.

Sei rP@Y = P; dann ist dim(Y) > dim(P/P) 3 dim(X @ (w)) =: x. Setat
man Y; := Y N (X & (w))L, so folgt aus dim(Y/Y;) < dim(E/(X & {w))*) (ess) K,
dass dim(Y;) = dim(Y). Da Y regulir ist, ist dim{rY;) < dim(Y;}/Y1) < k. Aus
rYy # Y; folgt mit (91) |Yi] = T (betrachte ein Supplement von rY; in Y;), d.h. es
existiert ein y; € Yy mit Jy;| = |v'] - Jel, lw+ 51l = |v'] (da ;1 L w). Sollte
w+y; € X+ Psein, sosetzeman POY =Pund Y2 =7 n(X®(w+y))t. Da ¥
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regular ist, schliesst man wie oben dim(Y¥z) = dim(¥) > « und dim(r¥) < &. Gemiss
(91) existiert eine Zerlegung rY; @ (y; | ¢ < dim(Y2)) = ¥ mit isotropen Vektoren y;
und wegen dim(X & (w + y1) + P/P) < « existiert ein y; € X & (w + y;) + P. Fiir
y:=y1+yist lw+y] = || und w+y erfiillt (5), (i), (54) (w+y=w— w).

2. Fall: a49 := dim(V/rV) = 00 und a4s := dim(V+/rVL) = 00. Fiir PP = V*, V'L
folgt (PP) aus dem 1. Fall. Andernfalls gilt zunichst

(95) (VP eM\{V,V1})) dim(P/rP) = .

Beweis von (95). Fiir P € {E} U {(roqV)* | 0 < 4 < 4} ist rP C VL, also
dim(P/rP) > dim(V + VL V1) = ase = oo (Fig.18). Fiir P € {oqV |0 < 7 < 3} ist
P= 0y 41V +roqV und rP = (Oy 41V +ro9V) N0y 4 V) N (roqV)L = roqV,
also auch dim(P/rP) > a40 = 0.

Sei nun P € M\ {V,V}. Fiir dim(P/P) = oo korrigiere man das w € P\ (X + P)
wie im 1. Fall. Andernfalls folgt aus (51) und (95) dim(P/rP) = 0o > dim(X & (w})).
Setzen wir somit rP@Y = Pund Y; := Y n(X @®(w))*, so ist wegen dim(Y}) = oo und
dim(rY;) < dim(Y;t /Y1) < dim(Y/Y}) < oo wieder rY; # ¥; und nach (91) existiert
ein y1 € Y1 mit |y1] = |w’'] - Jw|. Mithin ist w+y; € P\ (X + P) (da y1 € P) und
lw+unl=|v]

3. Fall: a49 = co und as < co. Gemass (93) existiert eine Isometrie  : V4 — V'+ und
klarerweiseist )(rV 1) = #V'L. Setzt man V1 = rV1@Xy, soist V'L = rV'L X} mit
X4 = 9(Xo). Da VL € V(V) prim ist, ist o := $)Xo : Xo — X} eine (44),(44°),(45)
erfillende Isometrie. Startet man den Aufbau von @ : E — E mit dem initialen Tripel
(X0, w0, X§) (vel. 5.70), so tritt der Fall D(w, X) =V baw. D'(w’, X"} = V'L nicht
mehr auf; die Riume P € M\ {V1} behandelt man wie im 2. Fall.

4. Fall: ag0 < 00. Aus 108 00; = dim((rV) L /VL) @ g4 folgt (V50 < i < 58) a5 = 0
(Fig./Tab.18). In V(V) sind also V, VL und F die einzigen Irreduziblen aus M:
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Fig.19

Unterfall (a): a4s = 00 und 4, := dim(rV') < co. Gemdss (93) existiert eine Isometrie
$:V =V’ analog zum 3. Fallist ¢(rV) =V, V=1V Xo, V' =rV'® X} (X} :=
#(Xo)) und o := 9| Xo : Xo — X}, ist eine (44),(44’),(45) erfiillende Isometrie. Beim
Aufbau von ® : E — E ist der Fall D(w, X) = V1 wegen ass = co problemlos (1.
Fall) und der Fall D(w, X) = E kommt nur ”solange” vor, wie dim(X) < oo ist (da
dim(E/E) < 00). Wegen dim(E/rE) = dim({rV)L/(rV )LL) > a4s > dim(X), kann
man deshalb wie im 2. Fall vorgehen.

Unterfall (b): a4s < 0o und a; = 0o. Gemiss (93) ist V 2V’ und V4 = V'L, Daher
konnen wir o : Xo — X} wie in (a) definieren und finden ferner Zerlegungen V4 =
Vig(z))® - @(zs) und V'L = V'L @(z}) - - -®(2,) mit (V1 <i,§ < n) (zi,25) =
(21, 25). Fiir 0 < < n betrachte man die Abbildung

pi: Xo 6(21,...,26) _’Xae (zll""’z:): ‘pi|X0 =po, PiTy = z."f'

Nach Konstruktion ist g eine (44),(44’),(45) erfiillende Isometrie. Angenommen p;—;
habe die gleichen Eigenschaften. Wegen z; & (Xo © (z1,...,2i—1)) + rV 1 ist D(Xp ®
(21,...,%i-1),2) = VL und analog D'(X}&(z} ..., z}_,), 2!} = V'L; die Primheit von
Vi, V'L garantiert daher, dass p; wieder (44),(44°),(45) erfiillt. Weil z; 1 Xo, z} L

3 und (V1 < 5 < 1) (24, 25) = (2}, 2}), ist i auch isometrisch. Per Induktion ist somit
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(Xo ® (21,...,2n),000, X} © (2,...,24)) ein initiales Tripel, das die Irreduziblen V
und V'L entschirft. Der Fall D(w, X) = E ist wegen dim(E/E) = a; = 0o problemlos
(1. Fall).

Unterfall (c): a4s < 00 und a; < co. Dann ist dim(V) = @; + a49 < 00, Woraus mit
(68) V =V1L und somit dim(E) = a; + a4s + a4s + ase < oo folgt. Da nach Voraus-

setzung (93) V und V"’ isometrisch sind, existiert nach dem Witt’schen Fortsetzungssatz
G{10),8.376 eine Isometrie ® : E — E mit ®(V) = V’. []

Aus dem Beweis von Satz 38 (1./2. Fall) folgt sofort, dass sich Satz 25 verallge-

meinern lasst;

Scholion 39: Sei E ein regulrer, diagonaler spurwertiger Raum mst dim(E) <
mo und der Eigenschaft (92). Wester sei n : V — V! ein zuldssiger Verbands-
1somorphismus zwischen abzdhlbaren, artinschen A-Verbinden V,V! C L(E) und
(Xo, o, X§) ses ein instiales Tripel.

Falls jedes 6 € sp(V) (mindestens) eine der folgenden Bedingungen erfillt, so ist g
von esner [sometrie ® : E — E induziert,

(i) 0 esfillt (A6) und ) {P|Pe J? (V)} ist totalisotrop,

(ii) (Xo, 0, Xb) entschirft alle P € JO(V),
(iii) Vg D, und dim(P/rP)=oco ({P}:= JO(V)).

Fiir viele Korper k ist (92) automatisch erfiillt; so besitzt 2.B. jeder co-dimensio-
nale, symmetrische Raum F iiber einem Kneser—Korper einen isotropen Vektor. Dabei
heisst k Kneser-Korper, falls k nicht formal reell, char(k) # 2, und der Index der
Gruppe der Quadrate in k \ {0} endlich ist. Beispiele sind die algebraisch (oder
quadratisch) abgeschlossenen Korper, die endlichen Korper und Kérper von p-adischen
Zahlen. In G(10],5.84 ff sind weitere Kérper mit der Eigenschaft (92) aufgefiihrt.

Fiir spater ist es niitzlich, die Situation wie folgt zu prazisieren: Ein Tripel (k, v, €) mit
(90i) heisse jsotrop (par abus de langage), falls fiir jeden (k, v, ¢)-hermitischen Raum
E (92) zutrifft.
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Ist E ein Vektorraum und V C L(E) ein Verband, so induziert jede V-Zerlegung

E = @{E; | i € I} auch eine subdirekte Zerlegung von V (Bem. S.7).
Ist nun E ein e¢-hermitischer Raum und V C L(E) ein quadratischer Verband, so
induziert jede orthogonale V-Zerlegung E = @{E; | { € I} auch eine subdirekte
Zerlegung des quadratischen Verbandes V, denn die subdirekten Faktoren V; :=
{ANE;| A € V} sind wegen (56) beziiglich oy und L abgeschlossen, mithin selbst
quadratische Verbande.

In Satz 19 verwendeten wir die Zerlegbarkeit zweier isomorpher Verbdnde V, V' C
L(E) zur Konstruktion eines induzierenden linearen Isomorphismuses @ : E — E.
Wir wollen nun umgekehrt sehen, wie man die Induziertheitsaussage von Satz 38 zur
Konstruktion orthogonaler Zerlegungen fiir gewisse quadratische Verbdnde V verwen-
den kann!

Sei E ein regularer, diagonaler, e-hermitischer Raum und V' C E ein o4—abgeschlos-
sener Teilraum. Dann ist der quadratische Verband (V(V), N, +, 61,02, 03) ein homo-
morphes Bild von V3|a] (a — V). Als modularer Verband besitzt Va[a] 59 Aquivalenz-
klassen projektiver Primquotienten (vgl.(7),(88)); demnach konnen wir auch in V(V)
59 Indices (= Kodimensionen benachbarter Elemente) a; = a;(V(V)) betrachten.
Einige der a;’s kreuzten schon in Satz 38 unsern Weg; die allgemeine Zuordnung der a;’s
zu den Klassen projektiver Primquotienten ist aus Tab. 18 ersichtlich (in Schuppli[25]
heissen die Indices asg bis aso anders: by = auo,...,b5 = ass, €1 = @s4,...,C6 = ds9).
Da V(V) quadratischer Verband ist, bestehen, anders als in (7), gewisse Relatio-
nen zwischen den Indices, z.B. ist gemiss (68) ass = a47,a56 = G42,857 = 824,858 =

a6, as9 = ay. Auch die ibrigen 54 Indices sind von einander abhingig:

Satz 40 (Sch(25]):Ses E reguldrer, diagonaler (k,v,€)-Raum und V C E ein 04—
abgeschlossener Teslraum. Dann bestehen die folgenden Relationen zwischen den In-
dices a; = a;(V(V, E)):

(R1) a1 =as9 = a1 + a2Rs + 3Rz + a4R; + asRo + arRe



(R4)
(Rs)
(R6)

(R13)
(R18)
(R19)
(R22)
(R23)
(R24)
(R42)
(R47)
(R48)
(R49)

88
+ agRz + agR2 + a108z + 611 Ry + 4128y
+ 81380 + 81581 + @168t + a17R; + a18Ro
+ 81980 + 62181 + a22Ro + azsR; + agelts
+ a27Ry +a28R1 + azoR; + azoR; + 631 Ro
+ a33R1 + a34Ro + a36Ro + a39R0 + a43No
a4 =04 + agiy
a5 =65 + g2 + a10R2 + 6128; + a16R1 + azely
8¢ =asg = ag + a11R2 + 61283 + a13R2 + 414X
+ 6178z + 41881 + azoR; + a21 Ry + az2Rs
+ 62380 +ag783 + ag8Ry + a20Ry + a3 Ry
+ a3zl + a3y + aseR; + ass®; + as7Ro
+ a40Ro + ag4Ro
613 =013 + 61781 + ag7R;
818 =a18 + azsR;
819 =619 + a21R1 + @20y + Azl
a2z =a22 + a3k,
a2s =a23 + a34R; + agsky
824 =057 = 824 + a3 + 6378 + a3y + a41Ro + agsRy
G43 =056 = G42 + G46Ro
47 =055
G48 =a48 + 054N
649 =49 + 03N3 + a4Rs + asRs + agNs + 6aRs + aoRs
+ a108s + 61183 + 61283 + 31303 + 31483 + 41582
+ 81683 + 31783 + a18Rs + 4198z + azoNs + azyNs
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+ a23Rs + a23N3 + 02482 + a2eRs + 62783 + azsNs
+ a29R3 +asoR2 + a31Rs + azaNs + azsR3 + asaNs
+ a35N3 + ageR2 + as7Rs + assNa + a3oR; + 6408
+ 6418z + 84aR1 + 04483 + 0452 + 46y + ag7Ro
+ a50Rs + as1R2 + a5281 + asaRo + as4Ro + assRo
+ aseR; + a57R2 + assNs

(Schuppli setzt in [25] dim(E) < N3 voraus, eine Durchsicht des Beweises ergibt
jedoch, dass nur o4V =V gebraucht wird.) Obige Liste von Relationen ist vollstandig
im folgenden Sinne: Ist (a; | 1 < ¢ < 54) eine Familie von Kardinalzahlen, welche
den Relationen (R1) bis (R49) geniigt, so exitiert stets ein Raum E und ein geeigneter
Unterraum V' C F, derart dass (V1 < § < 54) a;(V(V, E)) = a;. Wir formulieren dies
genauer in
Satz 41 (Sch(25]): Ses (k,v,€) # (k,id,—1) fest. Fir alle 1 < § < 54 existiert ein
reguldrer, diagonaler (k,v,€)-Raum E* mit dim(E*) < R3 und ein Unterraum V' C E¥,
derart dass a;(V(V?, E¥)) =1 ist, und die a;(V(V?, E*)) Heinstmaoglich ausfallen:

Io := {1,4,5,6,13, 18, 19, 22, 23, 24, 42, 47, 48, 49}
(96)  jgl = (V1<i<54) ;(V(V',E) =6,
j€lo = (V1 <i<54)a;(V(V', E')) = Koeffizient von a; in (Rj)

Satz 42: Ses (k,v,¢) # (k,id,—1) ein festes isotropes Tripel. Ist E ein reguldrer,
spurwertiger, diagonaler (k,v,€)-Raum mit Ry < dim(E) < mg und V C E ein 04-
abgeschlossener Teslraum, so existiert efne orthogonale V(V, E)-Zerlegung der Art

E=QictH: = Oiet (O < o, i), (0 =a(V(V, B)), = {i] s #0}),

welche esne Zerlegung von V(V, E) in seine quadratisch subdsrekt srreduziblen Faktoren

tnduziert.
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Beweis: Zu jedem ¢ € I wihlen wir nach Satz 41 ein ”Schuppli’sches Elementar-
beispiel” (E*,V*), von dem wir isomorphe Kopien (V*/, E*/) (0 < § < a;) anfertigen.

Wir setzen

E = @ier (@J < a‘.E"j ) , Vi=0ier (@, < a‘.V"")
und behaupten
(97) V(V', E') ist indestre isomorph zu V(V, E).

Beweis von (97). Wegen (55) ist 04V* =V’ und V(V?, E') ist jedenfalls homomorphes
Bild von Vsa]. Es bleibt (V1 < j < 54) a;(V(V’, E') = a; zu zeigen. Dazu machen
wir eine Fallunterscheidung.

1. Fall: j ¢ I, dh. a; = 0. Ist zunichst § € Iy, so verschwinden auch alle ay auf
der rechten Seite von (Rj), d.h. gemiss (96) ist (Vi € I) a;(V(VS, E¥)) = 0. Also
ist aj(V(V', B') = Yieraia; V(VS, E¥)) = 0= ay. Ist § ¢ I, so ist ai(V(V,E') =
Tieraia; (V3 B) B Ticraisi = 0= o,

2. Fall: j €I Ist j € I, so ist geméss (96) und Gleichung (Ry) ai(V(V,E")) =
aj6;(V(V7, )+ Tiengyaioi(V(V, B)) = aj. It § & Iy, so wird obige Gleichung
zu a;(V(V', B')) = aja; (V(V1, E)) + 0 = a;.

Wegen (97) ist insbesondre dim(E') = dim(E) und weil es fiir ein isotropes (k, v, €)
nur eine Isometrieklasse von reguliren, spurwertigen, Ro~dimensionalen Riumen gibt
(1E1 =2} @) 7 ynd G[10],5.70), ist E = E* und wir erhalten mit Satz 38 eine Isome-
trie ® : EY — E, welche den Verbandsisomorphismus V(V!, E') — V(V, E) induziert.
Wir setzen (Vi € I)(Vj < &;) HY = ®(E). Weil (VA € V(V,E)) &, (HY n
A) C A = ®(;;(EY n A') C @i (HY N A) gilt, ist E = @; ; HY eine V(V, E)-
Zerlegung. In Satz 46 werden wir zeigen, dass alle Schuppli’schen Elementarbeispiele
V(V%, B¥) ~ V(V N H, H*) als quadratische Verbinde subdirekt irreduzibel sind. 0
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Bemerkung 1: Mit der Bedingung (k, v, €) # (k,id, —1) haben wir alternierende
Riaume E ausgeschlossen. Fiir solche ist namlich {(Rj) | j € Io} keine vollstindige
Liste von Relationen mehr; z.B. existiert kein alternierender Raum E mit Unter-
raum V C E, der die (Rj)’s befriedigenden Bedingungen as(V(V,E)) = 1 und
(Vi # 48) a;(V(V, E)) = 0 erfiillt (siche Fig.22(ii)). Man kann aber bei allen Ele-
mentarbeispielen V(V*, E*) in der Definition von E* die anisotropen Geraden {a) durch
hyperbolische Ebenen {a, a') ersetzen und V* so abindern, dass stets a;(V(V?, E¥)) < 2
sowie (96) gilt. Dies ldsst Hoffnung, dass Satz 42 dennoch fiir alternierende Riume gilt.

Bemerkung 2: Die Bedingung dim{E) > R, in Satz 42 ist wesentlich, denn fiir
dim(E) < Ry braucht der Vergleichsraum E* nicht mehr zu E isometrisch zu sein!

Satz 38 besagt, dass fiir viele Korper k in jedem regularen, diagonalen k-Raum E
die Kongruenzklasse eines o4—abgeschlossenen Teilraums V' C F schon durch V(V, E)
bestimmt ist.
Gilt dies auch, falls V bloss os-abgeschlossen ist? In diesem Fall ist V(V, E) ein
homomorphes Bild von V[a]. In Satz 47 werden wir sehen, dass es sogar distribu-
tive quadratische Verbande V4(a) mit unendlich absteigenden Ketten gibt! Es ist
anzunehmen, dass auch konkrete V(V, E) mit os-abgeschlossenem V' unendlich ab-
steigende Ketten besitzen konnen (ein Beispiel steht allerdings noch aus). Da die
absteigende Kettenbedingung schon fiir affine Konstruktionen wesentlich war (S.40),
diirfte sich Satz 38 wohl nicht auf os-abgeschlossene Teilriume V' verallgemeinern
lassen. A
Es liegt nahe, sich deshalb auf endliche Verbinde V(V, E) zu beschrinken. Leider

gilt Satz 38 auch unter dieser Pramisse nicht mehr:

Satz 43: FEs enstiert ein reguldrer, diagonaler, alternierender Raum E der Dimension
Rs mit Teldraumen V,V! C E, derart dass V(V, E) und V(V', E') indestreu ssomorph
von Kardinalsitat 32 asnd, aber V und V' nicht kongruent in E sind.
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Beweis: Wir beniitzen die Methode von GLS[15],11.2. Sei k ein Korper mit |k| > 4

und seien 8, # f, aus k \ {0,1}. Unterrdume der Form {a, a’) bezeichnen im folgen-

den alternierende hyperbolische Ebenen, d.h. es ist (a,8) = (¢',a") = 0, (a,¢’) =

1, (d',a) = —1. Wir setzen
E:=(0,0) © b.5) © (@i < (riur) © (@ <y o0, 4))
(58) ® (@ <us (tu)) & (KLY laum, )
© (@S, (b, hix)) © ((On < g (I, 1)

und
V=V+Wi+V2+Va =0 < upla+n)
) o (@;i‘z}s ((0+ 8+ gqux) & b+ 8 +gi,c)))
IS ((a+b+t¢+hm)e(a+b+t;+h'm)))
© ( @k <ws ({a+Aib+1x) @ (a-+B1b+ 1)),
Dann gilt:
(100) VL= (g} + (8) + {redwo + {te)wg + (80)oay

osV =(a+ "L)wo +{b+ Bz)wl + (ym)wlws + (gﬁx)wlwg,

+{a+ b+t + hixhwgwy + (a6 + b+t + hix)uwaw,
+{a+B1b+Ik)ws + (6 + 810+ Ik)wg

04V =(a + rijwy + (b + 8e)w; + (gen)wiws + (g )wiws

+ (8 + b+ twy + (hikhwows + (Alx)wows
(101) +{a+ B1b+Ik)wg + (a + B1b+ lk)wg
o3V =(a + ri)w + (b + 8t)w; + (gex)wiws + (Fha)wyws

+{8+b+t)wy + (hixdwgws + (hixdwpwy
+{a+8;) + (Ixws + (tk)ws

02V =01V = 06V = (a) + (ri)wg + (b} + {8)w; + (te)wg + (gun)wyws
+ (dhhoyws + (hir)waws + (Bix)wows + (Ic)ws + (T )ws
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Zunichst sei festgehalten, dass z.B. (gix)w,ws eine Abkiirzung fir {g:x | ¢ <
w1,k < ws) ist; die andern Ausdriicke sind entsprechend zu verstehen.
Beweis von (100). Die Inklusion D ist klar. Sei umgekehrt z = aa + o’a’ + b+ 'V +
Lpiri+ P+ Yoisi+ Yolel+ LUnti + LAlth+ Yvgin + Lviedhe + Lk +
Yéihle + XAkl + Y Mklk LV (fast alle Koeffizienten =0). Fixiert man ein ¢ < wy
mit p} = 0, so folgt o' = (z,a + ;) = 0. Wahlt man ¢, & mit o} = 7}, = 0, so folgt
B’ = (z,b+ 84+ gix) = 0. Nun ist (Vi < wo) g} = (z,8 + ri) = 0 (beachte o’ = 0).
Ebenso schliesst man leicht (Ve,8) o} = 1§ = v, = ¥lx = bk = Elx = A = Xk =0.
Beweis von (101). Gemiss (55) ist o5V = 0sVy +05V1+05Va+05Vs = Vo+05Vy +Vo +
V3. Somit geniigt es zu zéigen, dass b+ 8, (¢ < wy) ein o5—Berithrungspunki von V; ist.
Sei dazu Y C E mit dim(Y) < Rs gegeben. Dann ist (b + 8, +Y+) NV} #0, denn es
existiert ein k¥ < ws mit g;x L ¥ (man betrachte die Komponenten der Vektoren einer
Basis von Y beziiglich der Zerlegung (98)). Auf analoge Weise berechnet man o4V und
o3V. Zur Berechnung von g2V sei bemerkt, dass a + b ein o2-Berihrungspunkt von
(@ +b+t)w, ist; mit a +b,a + §,b € 02V ist auch a,b € 52V. Klarerweise ist o2V
sogar og(=L11)-abgeschlossen, da sich der go~Abschluss ”pro hyperbolische Ebene”
berechnet.

Wie man leicht verifiziert, geben die unterstrichenen Terme in (101) jeweils rayV :=
04V N(oqV)t =04V NVL an (0 < 4 < 6, 06 = id). Wir berechnen einige weitere
Elemente von V(V, E):

ao(rV) =(a} + {re)wo
o1(rosV) =(a + ri)wp + (b) + (81)wy = rasV & (b)
02(ro4V) ={a + ri)wy + (b + 8t)w, + (8 +5) + (te)w,
(102) Ay :=0o(rV) + o1(rasV) = (a) + (b) + {re)wo + (8)w;
Az i=00(rV) + rosV = (a} + (re)wg + (b+ 8i)w, =rosV & (a)
As :=0o(rV) + rosV = (a) + (ri)wg + (b + 80)wy + {8+ b+ t)wg
| Ay :=01(rosV) +rogV = (a + ri)wg + (B) + (se)w; + (8 + b+ te)w,
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As :=A1Nro3V = (a + riwy + (b + 8i)w,
+{o+5,5) =rosV & (s +5,b)

(102)
Ag :=A1Noz(ragV) = (a + ri)wy + (b + 8i)w; + (6 +)
=rosV & (a + )
\/_L
An
Ve,V

A

. <0>
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Beweis von (102). Die ersten drei Zeilen verifiziert man analog zu (101). Der Rest ist

einfache lineare Algebra.

Die Unterriume (0), rV, rasV, ra4V, rosV, roaV = royV = ragV = V1, sowie
die in (102) aufgefiihrten Raume bilden einen +, N-Unterverband S(V, E) von V(V, E},
wie man anhand von Fig.20 leicht verifiziert.
S(V, E) st der von R(V,E) == {{0)} U{roqV |0 < 1< 6}
o~y—stabil erzeugte Verband (0 < 7 <5). .
Beweis von (103). Zu zeigen bleibt, dass S(V,E) oy-stabil ist fir 0 < v < &:
o1(rV) =1V, oo(rV) € S(V, E); 03(rosV) = rasV, o1(rasV) € S(V, E), ao(rosV) =
Ay; a3(rodV) = rofV, az(rosV) € S(V,E), o1(rosV) = VL; as(rosV) = rasV,
o2(rosV) = VL. Fir B = Ay, As, As, Ag ist 02B = B und 01B = 09B = A,. Firr
B= A3, Aqist 03B=Bund 0oB=V1L. '

(103)

In Sch[24],5.25, sowie in GLS|[15],5.272 bezeichnet S(V, E) allgemein den durch
(103) definierten Unterverband von V(V, E) (genauer sind S(V, E), V(V, E) die Pen-
dants zu S(a), V(a) in GLS[15]). Weitere Bausteine von V(V, E) = Vp,(V, E) sind
SV, E) =04V +8(V,E) = {04V + B| BES(, E)} (0<y<m+1)
A(V,E) :=R(V, E}* = {(ro,V)* | 0< 7< m+1} U {E}
B(V, E) :=(V4} U {oqV + V£ [0S y S m+1)

Gemass Theorem 1 in GLS[15] ist stets

Vu(V,E) =8(V, E)uS™*!(V,E)u---US(V, E)UB(V, E) UA(V, E).

In unserem Fall ist m =5 und g6V + VL = 0oV + V4 = g,V. Nach [15],1.4,Lemma 4
ist dann V(V, E) = S(V, E)uSS(V, E)UA(V, E) und S(V, E)nS¢(V, E) = 0. Weiter ist
nach [15},1.4,Cor.3 |S8(V, E)| = |raoV [roeV|. Man rechnet leicht nach, dass A(V, E)
aus den vier verschiedenen Elementen ooV, (rosV )+, (roeV )+, E besteht. Somit ergibt
sich

V(V,E) =8(v,E)US*(V, E) U (A(V, E) \ {0V }),

(104)
[V(V,E)| =15+ 14+ 3 = 32.
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Nun definieren wir einen zweiten Unterraum V! C E durch V! .= Voo Vi ©
V2 ® (Ok < wyl{a + P2+ k) @ {a + b + Ik))). Klarerweise ist V(V?, E) indextreu
isomorph zu V(V, E); die entsprechenden Riume in V(V', E) erhilt man, indem man
jeden Term f,b durch ;b ersetst.
Wir behaupten, dass es keinen linearen (geschweige denn isometrischen) Isomorphismus
® : E — E gibt, der den Verbandsisomorphismus V(V, E) — V(V' E) induziert.
Angenommen & sei ein induzierender Isomorphismus. Dann ist ®(A2) = A}, d.h.
®a = y(a)+aa € rosV'd(a) (vgl.(102)). Ferner &b = y(b)+0b € rosV'd(b), ®(a+b) =
y(a+b) +v(a +b) = @a+ b = (y(a) + y(b)) + aa + fb € rosV' @ (a) @ (b), also
y(a +b) = y(a) + y(b) und B = 4 = a. Schliesslich ist ®(a + §,b) = y(a + §,b) +
6(a+ Bab) = ®a + f,®b = (y(a) + f1y(b)) + (aa + B,ab) € rosV' @ (a) @ (b). Aus
6(a + f2b) = a(a + §,b) folgt 6 = a =0, was zum Widerspruch ®(Az) C rosV' # A4}
fihrt. [

Ein quadratischer Verband V(V, E) kann also schon bei kleiner endlicher Kar-

dinalitdt so stark nichtdistributiv ausfallen (mit Unterverband M), dass eine index-
treue Verbandsisomorphie nicht einmal linear induzierbar ist.
Eine interessante, bis anhin nicht untersuchte Frage ist, ob wenigstens "V (V, E) —
V(V!, E) linear induzierbar” schon V(V,E) — V(V', E) isometrisch induzierbar”
impliziert. (Auf S.50 haben wir gesehen, dass aus ”V — V' linear induzierbar” i.a.
nicht >V — V' isometrisch induzierbar” folgt. Dieses V war aber nicht von der Form
V = V(V, E), d.b. nicht von einem Element erzeugt!)
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2.5 Die subdirekt irreduziblen Faktoren von Vs[a] und Konstruktion

eines nichtartinschen, distributiven V4(a)

Fiir konkrete quadratische Verbinde V(V, E), welche homomorphe Bilder von
Vsla] sind, definierten wir in 2.4 gewisse Indices a;(V(V,E)) (1 < i < 54). Fir
abstrakte quadratische Verbdnde V3(b) macht es keinen Sinn mehr, von Kodimensionen
zu sprechen; wir setzen aber a;(V3(b)) gleich 1 baw. 0, je nach dem, ob der zu a;
gehdrige Primquotient von V3[a] im homomorphen Bild V3(b) getrennt wird oder

nicht.

In Satz 40 war beispielsweise (R13) die Relation @13 = a3 + 61781 + ag7%;. Wir
definieren (R13) als die Relation 613 > a17,a27. In analoger Weise gehe (Rj)' fiir alle
§ € Ip aus (Rj) hervor.

Ses V3(b) esn quadratischer Verband. Dann gelten
(105)
fir alle a; := a;(V (b)) die Relationen (Rj)’ (j € L).

Der Beweis von (105) ist eine triviale (aber zeitaufwendige) Anwendung der Axiome
(Q1) bis (@6). Als Beispiel verifizieren wir (R2)! a4 > ag. Fiir a4 = 1 ist nichts zu
zeigen. Bei a4 = 0 ist ro3b A 0y (rd) = rosb A oa(rb) (vgl. Tab.18). Es ist ag =0, d.h.
02(ro3bA01(rb)) = aa(rb)V (o1 (rb) Aroab) zu zeigen. Nach Voraussetzung ist die rechte
Seite gleich o3(rb) und es folgt a2(rasb A 01(rb)) = oa(rosb A aa(rb)) < o2(02(rd)) =
02(rb). Um > einzusehen, beachte man rb = bAbL < o3bAs(bt) (@) 53bA (o3}t =
rosh. Daraus folgt rb < rosb A oa(rb) und o3(rb) < o2(rosh A az(rb)).

Ses V3(b) quadratischer Verband. Setzt man
(106) (V1 < i <54) a; :=ai(Va(b)) und [ := {i | a; = 1},

80 tst V3(b) isomorph 2u V(V', E') := V(®,V*,®; E*)
Beweis von (106). Wie in 2.4 bezeichnet (V¥, E¥) das i—te Schuppli’sche Elementar-
beispiel (iiber festem (k,,¢) # (k,id, —1)). Wir zeigen ahnlich wie in Satz 42, dass
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(V1 <j <54) a;(V(V', E')) = 0 & a; = 0, woraus die Behauptung folgt.
L. Fal: j¢1I,dh a; =0. Ist § € Iy, so verschwinden wegen (105) auch alle ax
auf der rechten Seite von (Rj)’ und nach (96) ist (Vi € I) a;(V(V*, E¥)) = 0. Somit
ist a;(V(V", E')) = Y ic1a(V(VE, E¥)) = 0 = aj. Ist § & lo, so folgt noch leichter
a;(V(V', B')) = Lierai(V(V*, B¥)) = Liesbij = 0= a;.
2. Fall: j € I, dh. aj = 1. Dann ist auch a5(V(V", B*) > aj(V(V7, E7)) @ 1,
Lemma 44: Sei Vy, (b) esn quadratischer Verband. Falls b # blL, so lsst sich V p,(b)

nicht "fremd” erzeugen:

(VZE V) z#b = (2):= Vi(z) C V().

Beweis: Es sei z # b. Wir zeigen, dass b ¢ (z).
1. Fall: b und b+ sind vergleichbar. Dann ist Vo (b) von der Form V(b)) = {0 < b <
omb< - <ob< b <t <1} oder V(D) = {0 < bt <b<omb< - <ayb <
b+ <1}, woraus die Behauptung sofort folgt.
Gemass GLS[15],8.275 ist Vi (b) = (1/61) U (b+1/0). Wir untersuchen die beiden
Fille z € 1/b* und z € b1 /0 einzeln.
2. Fall: z € (1/b%). Nach GLS[15),8.272 ist (1/6%) = (b1} U{bL Vosb | 0 < i <
m+1}U{(rob)L |0 < i < m+1}uU{1}, wobei natiirlich ooy =yt und o1y :=y.
{6+) bzw. (b1 v g;b) bzw. ((roib)L) sind offenbar stets homomorphe Bilder der in
Fig.21(a) bzw. (b) bzw. (c) abgebildeten quadratischen Verbinde. Da b nach
Voraussetzung nicht 1 1 ~abgeschlossen ist, entnimmt man (a), (b), dass b ¢ (b*) und
b ¢ {(roib)). Ausdemselben Grund ist b & (1). Ist fiir ein 0 < i < m+1b € {bLVaib),
soist b < b (da1,rbtL, (rbL4)4 1 1-abgeschlossen sind) und wir landen im 1. Fall.
3. Fall: z € (b4+/0). Gemiss GLS[15],L3,L4 ist

{y' |y € Vi (8)} = {0, 54,514, 1, (rosb) L2, (rosb)L [0 < i < m+1}.

Mithin ist {y! | y € Vu(b)} C (1/2) U (b1/0) =: U, weswegen U quadratischer
Unterverband von V() ist mit (z) C U. Angenommen b € U. Dann ist 0.B.d.A.
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z < b (1. Fall), woraus z € {0,rb} folgt (GLS[15],1.3). Offenbar ist {rb) C (b+/0) U
(1/64+L), aber 0.B.d.A. ist b & (b+/0) U (1/6++) (1. Fall und b # b1L). ]

lr /1
[ ] (Vb'u)‘L [ ] ’1
" BLV Gola ' <y6‘;\ b)‘l"
1 { ] (\r(—;‘A b)n'
T * 0
$ L)'Lv GMB
¢ v b
(b) e O (C)

Korollar 45: Fir jeden quadratischen Verband Vp,(b) sst

=l L 1
Aut(Vin(B)) {%: {.;l:: bt und b, b+ unvergleichbar

Beweis: Ist b = b4L # bl und b nicht mit bt vergleichbar, so ist Vo, (b) ein
homomorphes Bild von Fig.21(a), in dem hdochstens die Quotienten 1/(rb)L, (rb)+/
(bv b+), rb/0 zusammenfallen. Klarerweise stiftet dann b — bl den einzigen nichttri-
vialen Automorphismus von V., (b).

Andernfalls ist entweder b mit 5+ vergleichbar, was sofort Aut(Vy, (b)) = Z, impliziert,
oder es ist b # b1, woraus Aut(Vy, (b)) = Z; mit Lemma 44 folgt. (]

Satz 46: Die Schuppli’schen Elementarbeispiele V(V*,E¥) (1 < ¢ < 54) sind als
quadratische Verbinde gerade die subdirekt srreduzblen Faktoren von Vg[a].



100

Beweis: Alle Elementarbeispiele (V*, ¥} seien iiber einem festen Tripel (k, v, ¢)
definiert. Gemass (106) ist V3|a] ein subdirektes Produkt der quadratischen Verbinde
V(V4, E) (1 <4 < 54). Es bleibt zu zeigen, dass die V(V*, E¥) als quadratische
Verbande subdirekt irreduzibel sind.

V(V48, E48) und V(V4°, E*) sind schon als blosse Verbinde subdirekt irreduzibel
(Fig.22(ii), (iii)). Wir fixieren ein p € {1,...54} \ {48,49} und eine subdirekte
Darstellung

V(V?, B) = (o | k € K)) C T[Sk | k€ K}

mit subdirekt irreduziblen S € IK3 (8.79). Unser Ziel ist es, V(V?, EP) ~ 8, fiir ein
h € K zu zeigen. Nach Definition eines subdirekten Produktes ist (Vk € K) Sy =
{8k}, d.h. die Sy sind l-erzeugte quadratische Verbinde und somit nach (106) zu
Elementarbeispielen V(V7, EY) isomorph. Wir konnen daher 0.B.d.A. annehmen

(107) Ve, EP) = (W7 | je D) CT[{V(VI, E) | j € T}

Wegen a, (V(V?, EP)) = 1, existiert auch ein h € J mit a,(V(Wh, Eb)) > 1.

1. Falb h ¢ {48,49,54}. Dann ist Wh = VA denn fir h = 1 ist dies trivial
(Fig.22(1)), und fiir b & {1,48,49,54} ist stets V4 # (V4)LL, wie man sich an-
hand der Hasse-Diagramme in Sch{25] vergewissern kann, mithin gilt W» = V'» gemiss
Lemma 44! Somit ist ap(V(V'4, E?)) = a,(V(Wh, Eb)) > 1. Gelingt es, a,(V(V*, EF))
= 1 zu zeigen, so folgt mit (96) wie gewiinscht p = h. Angenommen a,(V(V 4, Eh))
> 1. Gemass (96) muss dann p € Ip sein und aus (Rp) folgt, dass in allen Elementar-
beispielen a), < ap gilt; insbesondre ist a(V(V?, E?)) < a,(V(V?, EP)) = 1. Aber aus
an(V(V?, EP)) = 1 erhalten wir den Widerspruch h = p, a,(V(V*, EF)) = 1 (statt
> 1) und aus ap(V(V?, EP)) = 0 den Widerspruch (Vj € J) an(V(V?, Ef)) = 0.

2. Fall: h =54 (Fig.22(iv)). Ist W3¢ = V54 g0 folgt p = 54 wie im ersten Fall. Als

Erzeugendes kommt aber auch W34 = (V54)L in Frage! Setzen wir V := V54 E :=
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E®4 50 ist
a4s(V(VL, E)) =dim(VLt/rV i) = ags(V(V, E)),
aso(V(VL, E)) =dim(VL/rV1L) = ag(V(V, E)),
as4(V(V4, ) =dim((r(V 1)L /(V4)E + (V) =
dim((rV11)L VL + VL) = a54(V(V, E)),
a;(V(VL,E) =0 (Vj # 48, 49,54) (Routinerechnungen).
Da nach Voraussetzung p # 48, 49 ist, muss p = h = 54 sein.
3. Fall: h = 48 (Fig.22(ii)). Sei 0.B.d.A. W8 = V481, Esist ayo(V(V48L, E48)) =
ass(V(V18,E48)) = 1 und (V) # 49) a;(V(V 8L, E*8)) = 0. Da p # 49, kann dieser
Fall also gar nicht eintreten.
4. Fall: h =49 (Fig.22(i11)). Seio.B.d.A. W% = V4oL, Esist a4s(V(V 4L E49)) =

ago(V(V*4, E%)) = 1 und (Vj # 48) a;(V(V4L, E*®)) = 0. Da p # 48, kann auch
dieser Fall nicht auftreten. [

%

Aus .
o=V (i)

v(\/a}a Eus)

{oy=\* Il I)
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Wir steigen nun eine Dimension héher und beweisen den in 2.4 versprochenen

Satz 47 (Herrmann,Wild): Es exsstiert esn nichtartinscher, distributiver, quadratischer
Verband V 4(a).

Beweis: Wir werden eine Struktur (S,A,V,01,03,0s,04) angeben, derart dass
(8,A, V) ein nichtartinscher, distributiver Verband ist, der (Q3), (Q4), (@6) von S.79,
sowie die folgenden Axiome aus GLS[15),1.5 erfiillt:

(Q7) Es gibt Ketten R:={re <rs <---<ro} und R" := {rll <l <. <11}
mit (VI<i<5)r<rfundro=rl), re =1,

(@8) (V0<ij<6) ri=r, = =1l

(Q9) (VI<i<4)(V1<j<6) oiri=r; und oir! = o,

(Q10)S = (RUR")A, v, g,

(QU)(V0<i,j<6) (j<iundry<r!) = #=ol.

In GLS|[15] ,1.6 ist ausgefiihrt, wie man ein solches (S,A,V,04,...,0m) (m < wp) in
einen quadratischen Verband Vy, (a) einbetten kann (es ist dann S = S(a) vgl. S.95).
Ist S distributiv, so auch Vy,(a) (Lemma 5 in L4).

Zur Konstruktion von (8, A, V, 01,02, 83, 84) schicken wir folgende einfache Bemerkung
voraus:

Sei S ein Verband mit 1 und U; (1<5 < m) sesen vollstindige Uniter-
(108) verbinde mit 1€ Uy C--- C U CS. Dann sind die Operationen o,z :=

A8 €U; | 8>z} v-treue Abschlussoperatoren mit o, <Om-1 <~ <0y,

Beweis von (108): Dass die o; geordnete Abschlussoperatoren sind, ist trivial. Kla-
rerweise ist 0z V o5y < 0;(zVy). DazVy < gjzV o5y =: 8 € 8y, ist auch

012V 0y > 0j(z Vy)
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Wir starten mit der unendlichen, partiell geordneten Menge (P, <), deren Hasse-
Diagramm in Fig.23 abgebildet ist. Fiirein p € Pseip|:= {z € P | z < p} das
von p erzeugte Hauptideal. Nun sei S := {{p || p € P}} C Pot(P) der von allen
Hauptidealen erzeugte Unterverband in der Potenzmenge von P. Damit ist (S,n,v)
jedenfalls distributiv und besitzt die unendlich absteigende Kette u; [Duz|D> ---.
(Man beachte, dass fiir in P existierende Infima p A ¢ bzw. Suprema p V g zwar stets

plngl=(pAg)| gilt, aber pl Ug|C (pVq)] ist.)




104

Wir wollen nun Abschlussoperatoren gy, 02, 03,04 und Ketten R, R” C S definie-
ren, derart dass die Axiome (Q3), (@4), (@6) und (Q7) bis (Q11) erfiillt sind. Setzt

man
Uy =({r}1[0<i<6yu{ri ]| 1<i <5 u{m][i>1}),

Uj:=(Uj-a U {15 Si<5)) (=2,3,9)
soist 1 = rg {€ Uy € Uz C Uz C Uy und man sieht leicht, dass die U; auch
vollstandig sind. Nach (108) erhalt man mit o5z := A{s € U; | 8 > z} (Q3), (Q4), (@5)
erfilllende Abschlussoperatoren.
Als nichstes definieren wir die Ketten R={r; |0<i<6}und R" = {r?]|0<i <6}
durch r; := r::\l bzw. rlf := r? {. Es bleiben die Axiome (Q7) bis (Q11) nachzuweisen.
Die Giiltigkeit von (Q7), (@8), (Q11) entnimmt man leicht Fig.23.
Zu (Q9). Da (V1 < i < 4) r; € U;, haben wir oir; = r;. Ebenso ist (V1 < ¢ < 4)
(M0<j<6)oirl =rl.
Zu (Q10). Da S das A, V-Erzeugnis von {p}| p € P} C Sist, geniigt es, (RUR") D {p||
p € P} zu zeigen. Wir zeigen zunichst, dass (RU R”) D {rf l|2<i<51<5 <}
Klarerweise ist r; = 04rs, da r; | das kleinste Element von U, oberhalb rs ist. Analog
ist rg |= osrs, rz |= oers, r; }= o1rs. Mit etwas mehr Aufwand liesse sich durch
Bestimmung des kleinsten Elementes von U; oberhalb r; allgemein (V2 < § < 5)(V1 <
J <) rf I=0jrizeigen. Fiir2 <i<4,1<7 <1,(t,5) # (4,3) folgt aber "1 {€ (RUR")
schon aus rf l=rNr; und ri | ist gleich ri | Nrg (siehe Fig.23). Nun folgt weiter
ul=r ol wi=oi(n]) Kar), wl=u |0, v l=o01(nl), vsl=u|n?],
etc.. Damit ist der Satz bewiesen.
(Die ”Entdeckung”, dass u := (ra)1L, ugi_; 1= 0y (ugi—2A02(ro4a)), ugi := 0y (uzi—s
Arosa) (¢ > 1) im freien quadratischen Verband V4[a] wohl eine streng monoton
fallende Folge definiert, stammt vom Autor; Chr. Herrmann half mir bei der expliziten

Konstruktion eines distributiven V4(a) "um {u; | > 0} herum”.) ]
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Tab 18

6% Tvveduzible Elemente

1= Nullelement 3= 92(2648) 1#=23a25  25= vE A 33=6,(9429) M= 48443 (9= (esa)tt 577 6,4
1=vq =d/\01-L 10=26A1M  18=28,25 26=G4ra 3G4= (8 437 42= 44,43  Sp= (vezd)ll sg= att

3= a3 ¥a 11=6,(4848) 19=4843%a25 27=6,(849) 35=(48v2)n3t (3= 6,(6,a) 1= (VG S9= (rat)*
k= 8AS 1N=26A15 20=33425  28=6,(48415) 36=BH2948 4= 484} o v d'ad 60= (v6.0)*
5= §va 13223245 21= 48426  29=6448431129)37= 6,(r630) 5= 4941  S3= at 41= (v6,0)
6= 2648  14= 48215  22=37v3nlS 30=3%1%3  38=G,(%6)  Gs= 5044} Se=a 62= (vesa)t
1= 4848 15=6,(y630) 23 =g v3Ha2S 34=@3VZS)A57- 39= 48440 41= yGia 55 €A 3= (ra)t
B=v63a  16=26425 26249425 32129433 (0= 64(t9425) 4g= (,V“)LL S6= 634 64=Einselewent

59 .Waésem lpvc);\ekjrivcv Pv]wnq‘uoficmlev. (Amgaée Vou Regvasemjramfe@l

dn=2/1 A9=10/9  An=18[MA} Guc=26[16 A3=38(33v36 Aq=U6]13v4S Ayg = SH(2 asz=62(61"
dz = 3/2 &14o=?17/¥v40 Aug= 191§ Ag=2717v26 Az=39/38 A= 4?4  Aso=SS/S43 Asg=63/62

ds = 4/3  An=12(10 dng=21[19 Ay =28[18v2? a3s = 4ol3h3ds= 4814y dor= S6[5Su2S Asy= 4/43

A= 6[4 A =1311v12 A20=20[15019 Ag=2919v28 Azg= (1139 Ayy <49[48v4S Aso=SFHSbv4?

ds = ¥4 diy = 14]13  A=22{20v21 Ayg=30(29 Az =42]40vir Ays =50(46v 49 As3=58/5TvS2

G = 8]F A =15/8v14 Ogp=23/22  A3p=33/32  Azp={3[25v42 Age= S1[4FvS0 Asy=59[58vS3

az = S|4 Ms=16/17  G3=24[25 A= 3¢[30  Azg=44ltr A= §2/s1  Ass= 60/59

Ag=9[Sv6 g = 17316 Goy=25(2¢ A3, = 37[35  A=45lkrviy Gug= $3/52  As=61/60




409

‘\%ﬂ ﬁlr‘ﬁ."k!ll\"
D
IR P —
R AN iﬁﬁailllﬂ!ﬁ‘“ﬁf % S
_ P _ n <
. v -
L
R
s us A‘r“r!“‘ﬂ, " |

B W 2 e
T = ﬁl\lﬁ%ﬂh@«@@é\ ——
N\ o

£\
l‘\r\"

-
L\
eiANEt

c\“-.‘
\

RIS =R E ;
ﬁ'ﬁ-\.ﬂﬁ.ﬁuﬁ%ﬁwﬁ |
_ ;‘ﬂ.v.m,v“,.m,vu‘-.v‘./f“\\— ,

—sig

‘\9 ‘-,‘r—ir
—d,//,,.éaiiv
NN




	00000001
	00000002
	00000003
	00000004
	00000005
	00000006
	wolgang (2).pdf
	00000001
	00000002
	00000003
	00000004
	00000005
	00000006
	00000007
	00000008
	00000009
	00000010
	00000011
	00000012
	00000013
	00000014
	00000015
	00000016
	00000017
	00000018
	00000019
	00000020
	00000021
	00000022
	00000023
	00000024
	00000025
	00000026
	00000027
	00000028
	00000029
	00000030
	00000031
	00000032
	00000033
	00000034
	00000035
	00000036
	00000037
	00000038
	00000039
	00000040
	00000041
	00000042
	00000043
	00000044
	00000045
	00000046
	00000047
	00000048
	00000049
	00000050
	00000051
	00000052
	00000053
	00000054
	00000055
	00000056
	00000057
	00000058
	00000059
	00000060
	00000061
	00000062
	00000063
	00000064
	00000065
	00000066
	00000067
	00000068
	00000069
	00000070
	00000071
	00000072
	00000073
	00000074
	00000075
	00000076
	00000077
	00000078
	00000079
	00000080
	00000081
	00000082
	00000083
	00000084
	00000085
	00000086
	00000087
	00000088
	00000089
	00000090
	00000091
	00000092
	00000093
	00000094
	00000095
	00000096
	00000097
	00000098
	00000099
	00000100
	00000101
	00000102
	00000103
	00000104
	00000105
	00000106
	00000107
	00000108
	00000109
	00000110
	00000111
	00000112
	00000113
	00000114
	00000115
	00000116
	00000117
	00000118
	00000119
	00000120
	00000121
	00000122
	00000123
	00000124

	wolgang (3).pdf
	00000001

	wolgang (4).pdf
	00000001




