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S∗ = (s∗1, s
∗
2, . . . , s

∗
T ) 
� ��� ���� ��&�����

��  ����
��" ��� �
����
 �����
��� 
� ��
����' ������	 �� ���(� ���� )**

�� ����' 
������ +� 
����	��� ��� ����� � �
 ��� ���� �����" ��
�� 	���

��� �����
� � �,!� -��� ������ ��� �.������' ���
�� 
� �� ����
�� ��
�	
��

����%� 
� )**� ��	 ��� ���	��	 �������� 	
/������' �� ��
��
�� �������

-��� ������ ��� ���%����%�	 �
��
� ��� ���� �
�� ��� ��	 
����	�	 
� ���

��.
��� ��%�� 
� ��� � ���(�� ��� 
����	���
�� �
 ���� ������ ������ ���

π (����� �� �� 
���� �����	 
� ��� �����
�
�� ��
���� ����
.�

0� �.�� �� )** 
� ����� 
� !
�� ���� ��� ���	�	 ������ ��� ��
��
��

������" ��
�� ��� ���� ��� ���� ������� !
�� ��� ����� �  ���
���  ��� ����
.

Bt(j) ������
�� 
��� ��� �
����
 �����
��� �  �
�	 �� ��
� )** ��	 �
���

�����(��
���� -��� ��� ���  ���� 
��� ���� ������ ����
� �
��
� ��� ����

�
�� ��� �



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

������ ���	 ��� ���� �� 	

������� ��� �
 ���� ����	�� �� ��� ��
�	�
���


�����
�� ��

 ������ �� � ��� � ��� ����	����� ���� ���	��� ������ ��������

������ ��
	  ����	!
� ���� ����	� Bt(j) �������� !" ��� #	���!	 �
���	���
���
	�� �� ��� ��� 	� $	�� ����

��������� 	� 	
�� �
����	
� �������	���� ����	������� �� ���� ���� 	
�


��
��	 ������� �	�	� �	 	
� ���
 	��� t = T �� 	
� ��	���� ��	
 ��	���� ��

��� �����
 �������	��� ���
���	���� 	
�� �� ��	 	
� ����� �� ��� ��
� ��	���

��	�� �� 	
� ���	 ��	
 ���� 	
� ���
 �	�	� �� 	
� ����  
��
 ��	��	�!�
� ��



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

���� ����� 	�� 
��	 �
 ������ ����� ��������� 	� 	�� 
������ ������	��� 	��

��	���� ������	�� ���� ��� ����
	�	��� �� � 	�������������
� 
������ 
���

t = 1 	� t = T � ��
� �	 ��� ���� �� ����� 	� ���� � ��������	� �
 O(N2T )�

��� ��� �� ����  �! ���	���� " �	�	��� #��� ���� ���	��� ����

�	�	��� 	��� ������	�	��� ������� ��� ������ ���� ��������� �� �������

���� �� ���������� 	�
� ���� 	�� 

�� �	�	� ��$
���� �� ��$
���� 
��� 	��

������	��� %� 	�� ���� �
 �
� �
��& ���� 	�� ��� ���	����� ���� 	���

'((((( �	�	���

)�����	��� ��� ��������� 
��� 	� ��������	 ������� ����� ������� �����


�	� 	� �
�� ��� ������	� �
������� 
����*�� ���� ���+��� ��	� �����

�
������ ������ 	�������� ����� 
��� −∞ 	� ∞�

����� ��� ���� 
��

� �����	���� �
 	�� ��	���� ������	��� �
�� �� 	��

���+���� ��	���� ������	��� %	 

��	���� ����	�� ��+� 	�� 
������ ��	����

������	��� �����	 
�� � 
�� ��,�������-

!� ������	�	��� �	��	� �	 	�� .��� 	��� �� 	�� .��� �	�	��

 � ������	���� ��� ��������� ��� �������� � 	�����	��� 
��� �	�	� / 	�

�	�	� " ��	� � ���������	� �
 0.5 ��
�� ������ � 	�����	��� 
��� �	�	�

" 	� �	�	� / ��	� 	�� ���� ���������	��

/� ��� ���
	 �
��� �� ��������� �� ��������

���� ������	�� �� 

��	������� �$
������	 	� 	�� 
������ ��	����� ��� ����


��� 
����� ������	��� �
 	�� ������	�� ��� �� 
�
�� �� 0! 1�

����� ��� ���	
�
� 
	�����

�� ����� 	��� �������� �� ���� 	� .�� 	�� ���	 ������	��� 
�� �� ���

����� � ������	��� �
 	������� ��	�� ���� 	������� ��	� ������	� �
 ������

��	���� ��� 	���� ������������� ������ 
��� 	�� �
	�
	 �������	� ���

��	��� �� 
��� 
�� ��� �
� 	������� �� 	�� �	���	��� 
����������+���� �����

��	��� ���� +���� �� 	�� 2�
��#���� ������	��� ���� ��
����	��� �� 	���

������	�� ��� �� 
�
�� �� 0"1�



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

��� ��� ���	


�� ��� ���� �		 
�� 
��	� �������
� 
� 

��� ��� ��� ����� ��� �� ����


� ������ �� 
�� ��� ������
�
��� �� ��		 ���� ����� �� ��
���� �
��

�
������ 
�� �
��	��� �� ���� 
� ������ ��� 
���	��� ��� �
�
� ��
��


�
�����	�
� ���

���
���� 
��
 ���
 
�� 
����
����
� �� 
�� �
��	���

����� ��� ��	�
���

��� ��� 
���	��� ����
���� 
�� �
������	 �

��
�
� �� 
�� ���� �����

��

������� 
� 
�� 

����
���� ��
� ���� �
� �����
�� !���� ������ 
�������


��� �� 
����
�	 �� ��
�
� �� ���� 
� ������ � 
���	��� 
��
 ���
 ����
����


���� ��� ���
 ����	�
 ��� 
���	��� ��
 ������ 
������
��� �� ��		�� 
��

	��
�
��
���
 
���	��� ��� ��� �
�
 �
������ �� "� #�$�
 %&'� (� �)���	�

�� � ���
 �
�
� 	��
�
��
���
 ��� �� ����� �� *��� +�&�

k3k1 k2 k4

������ ��	
 �� ������� 	
 � 
	�� 
���� ��
���	������ ����

���� 	��
�
��
���
 
���	��� �,��
���	� ����	� ����
� 
��
 ��		�� �������


��		� ���
 
��� ���� �� ����� ������ ������� !�����
�
��� ��		 �	���� �
�



�� 
�� �
�
 �
�
� ��� ��� �� 
�� ���	 �
�
�� ��� �
�
� ����) ��		 �	�� �
��

����
�����		� ����� � �
������ �
�
� ��� ����
 �� 
������ � ������ 
����

���� ����	���� �		 �
�������� �� 
�� ��� ����� �		 

����
��� �����
� 
� �

�
������ �
�
� ����) ��		 ��  �
��



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

����� ����� �	�
	� 
�����
�
�� �
���
�	�
���

�� ����� ��� ��	
� 	�
�
	����
��	
 �� 
 
���	� 
���
� �� ���� �� �
� 
� 
�����

���
�� ����
������ ��
���������� ���
 ��
��������� ��
� �� �����
� ������

�� 
���� ��� ��� �
��
����
 


�	�
��� ���� 
����
����
 
���	�� �� ��
� 
�
�


�
� �� 
��	��	 ������ �� ��
������
� ������� ��� �
����
 �������
�

��� ��
� ������ �
�� ��
��������� �
 ��� �
�

�
� ��
���������� 
��	�

�� 
		��
���� ��
	����
 ��
������
 ��
������ ���� �
�� 
�
�� �����������

�
���� ���	�
 ��
� 	��
�� ��� ��
����� �� ������
�� ���� ������
����� �� �


	�����
����
��� 
������  �� ���
� ��

��
 �� 	
� �� �
�� �� 
 �
��� �
�����

�� ����
� ! �����
� ���������
���
� �
�

�
� ��
��������� ���� ��
� ax


�� �
��
�	� σ2
x 	
� �� 
��� ��  ��� "�#� �� 
���	� ��	�������� �� ����

�� ����� ������ ���
���� ������
���� 
�� ��������� �
� ����������
���
�

������
��
�� �
�

�
� ��
���������
� ���� �
$� ��� ����

bj(xt) = (2π)−
D
2 |Σj|− 1

2 e−
1
2
(xt−μj)

′Σ−1
j (xt−μj), %"�&�'(

����� ) �
 ��� �����
���
���� �� ��� �
�
� μj �
 ��� ��
� ��	��� 
�� Σj

�
 ��� 	��
��
�	� �
���* �� ��� �
�

�
� ��
��������� 


�	�
��� ���� 
�
��

j� ��� �
�
�����
 ��� 
�	� 
 
����� �
�

�
� ��
��������� 	
� �� �
���
���

�� 
 
����� �


 �
��� �
*���� ��$������� �
���
���� +"",�

)�������� �� ����� ���
� �
�

�
�
 ���� �� 
������ �� �
� �
� ��� ��

��� 	����� �
��
����
� ��� ��
� �
 ��� �����	��
��
�	� �
�

�
� ��
������

����� ���	� �

 
 ���
���� 	��
��
�	� �
���*� ���
 ����� �
 ������ ���
����

��� ����
 
 ���
������ �
��� 
����� �� �
�
 �� �
���
�� ��� �
��� ������ ��

�
�
�����
� ��� 
�	��� �
 ��� ��
���
��	��
��
�	� �
�

�
� ��
����������

�� 
�	� 
 �
�

�
� ��
��������� 
�� ��� �
���
 �� ��� 	��
��
�	� �
���* 
��

-��� �*	��� ��� ��
���
� ������
� ���
 ��
���
 �� ��

 �
�
�����
 �� ��
��


�� ��

 ��
����� �
�
 ��	�


�� �� �
���
�� ���
� �
�
�����
 ��������� ���

������� �
 ��
� �� 


���
 ��
� ��������
� 	��������
 �� ��� ��
���
����

��	��� 
�� 
�
��
��	
��� ������������

! 
����� �
�

�
� ��
��������� �����
���
 
 ������ �� ��
���� 
�
	� 


��

	�
��� ���� 
 
��	��	 
����� ���
 ���
 ��� 
		��
���� ����� 
���	�� 
��	�



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

x

fx(x)

1√
2πσ2

x

0.607√
2πσ2

x

ax − σx ax ax + σx

������ ��	
 � ������� ��	

��� ��

���	
����

����� ���� �����	 
� ���	 ��� 
��� � ������ ��� 
����� ��� ������� ���

���

��
���
����� �������
 �� ����� ���
 ���������� �� ������
 ���� ���������	 
	

�
��� � �������� 
�� �� ���

��� ��
���
�����
� ��� M �������
 ��� ����

���� ���

��� ��
���
����� ��� 
���� j ��
 ��� ����

bj(xt) =
M∑

m=1

cjmbjm(xt)�

�����

bjm(xt) = (2π)−
D
2 |Σmj|− 1

2 e−
1
2
(xt−μmj)

′Σ−1
mj(xt−μmj)�

M∑
m=1

cjm = 1

���

cjm ≥ 0 ��� ��� 1 ≤ j ≤ N �

� ������ ��������� ���� ���������
 ��� ���������
 �� ��� ����� 
�
��

�� ���� �
 ��� ������������������
����� ��� ��������� !"#$� ���
 ����


�������� ���������
 �
 ����
�� �� ��� 
����� ��������� ��� ��� 
����� ���

���

��
���
������



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

��� ��� ����	
��	
��

���� �������	�
 �� ����
 ������ �	�� ����� ����� ��� � ��� ��	�
�

�� ���� �� ����	���� �� �
����� ����	���� �������	�
 ����	������� ���

������ ���
�� ��� ��� ����
�� �� ����

	�
 ��� ������ ����	��� ����

���	��� ��� ���	
��
� �� ��� ��� �� �	

 ��
� ����	��� � ����

�� ������ ��� ���	� �� ��� ��� ���� ���� 	� ��� ������
���

��  ���! �� ����� 	��� ���

�� 
�����
 ��	
�	�
 �
��!�

����� ����	 
��� 
��	��

"� ��	� �������� �� ���� � ����
 ��� ���� ���� 	� ��� ������
���� #�	�

���!� ��

 ��� ���

 ������
��	�� �	��� �� �� ��� ���� ���� ����
� �������

��	�� �� �	��	�
�	��� "� 	� ��� ���� �	$��
� �� 
����� ����
� ���	�	�
 ����

�� ���	���� ���������� ��� ���� ���� ��� ����	�
 ����� ���������� 	� �
��

����	�
�� #�	� �������� ��� ���������

� ���� �� ���� ���

�� ������
���

������ ����
�	�	�� ���!�� �����	�

� 	��
���� ���� ����
�	�	�� %&�'� "��
����

���� ����
�	�	�� 	� �	
�	(����
� ���	�� ���� ����	����� ������ ����
�	�	���

�	��� �� �
����� !��� ���� ����� ��� ��
� ��� ���� ���!�� ��� ����������

#�� ��
� ����
�� 	� �� ������	�� ��	�� ���� ��� ��� ���� 
	!�
� �� ����

���� ������� 	� ��� 
	��� ��������	�� ��������� #� ������	�� ��	� �� ��
)

��
��� P (X|Wx) ��� ���� ���� x 	� ��� ������
���� #�� �	
���� ����	�


���� 	� ��� ���� 
	!�
� �� ���� ���� ��������

*� �+���
� �� ��� ��� ��������� ���� 	� 	��
���� ���� ����
�	�	��

	� ����� 	� ,	
� ��-� W1 . . . WN ����������� �� ���� ���� ����
� ��	��

	���
� 	� �� ��� �	�� � ������ ����
�
�� PW1 . . . PWN
��� ����������	�


��	
���� ��	�� ����	�� ��� ������
� � ���� ���������� 	�� "� �� ���� ��

!���
��
� �� ��� ������
� ����� ��� .�� ��	
��� 
������/� �� ��� ��(��

�

 ����� ��	
��� �� �� ��� ����� �� (�� ��� �	
���� ����	�
 ���� �� (��	�


��� ���� 
	!�
� ����� �������� �����
� ��	� ����
 
	��� �� ��������	��

��������� 0��� �� !��� �����
� ��	�� �� ��� ����

�
 ���� ����
� ����



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

����� �������� 	
��� �� 
�
� ��� ��	���� ��
���	 �
��� ��� ���
 �����

�
�� ��� �
�� ��
��� ��

��� ��� ��
����� �
�� ���
	����� ��� ������ ��

�������� �
 �� � �
�����
�� ������ ���
	����� �� �� ��� � �������
 �

� �


��� ��� �� �� ��	� ����

 ��� �
�����
�� ������ ���
	����
� �� �
 �
� ��!� ��� ������ 
� 
�
�"

��	 ���� 
��� 
�� �
�� ��� ��

���  � ���� �
 #�� ��� �
����� �������� 
�

�
���� ����� ��
�� ���� ���
 ��������� ��$����� %������ �
 ��
����� �
��

���
	����
�� �� #�� ��� �
�� ��
��� ����� �������� ���
�	� ��� �
��� ��

��	� ���� ��� �������
 �

� ��� ��� �&��� 
� �
����������	 �
���� �������

�
� ��� ����� ��� �
�� �� ����������� ��� ���� ��
� 1 �
 T � �
��!��� ����

��
�� ��� ������ ���� �
�� ��$����� ����� �� ��!� �
 ����
 ���� �
������

�
�������
� 
� �
���� ��� ������ ����� �
� ���	�� !
���������� ���
���

!����

. . .

W1

W2

W3

WN

PW3

PW2

PWN

PW1

������ ��	
 ��� ��� �� N �	��
 ���

���� ��� �
�����
 	��
 ������������

'��	� !
���������� ()*** �
��� 
� �
��+ ��
� ���� ����
��� ���&����!�

�
� !���
�� ����
���  � ��������� �
 �
� ��!� ��
�	� �������	 ���� �


�������� ��
��� ���������� �
� ���� �
�� �
���� ,� ��
���� �
�� �� �����

�
 ��� !
��������� �� �
��� ���� �
 	����� �
�� ���� ��
� ����
���� �����

�� �� �������!� ��
����� �
� �
���� �
 �
�
 �&����!��� ���� ���� �� ����



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

. . .

W1

W2

W3

WN

PW3

PW2

PWN

PW1

������ ��	
 ��� ��� �� N �	��
 ���

�� ��� ���
������ ������ �������
���� ���

�

�
��� �� 
�� 
�����
��� ���� 
�� ���� �
�
� 
� 
�� ���
 �
�
� ����
���� �����

������� 
�� ��� 
� ��������� � �������� �� 	��
� ���
��
 �� ���
 �����
�
 	��
��

�������� ���� �� 	
�����
 �
 ��
�� 	

� 	
��
�����
� ��
��
� �������� ��

��
 ��
���
 
� ��
�
 	����
�
��� ��
� ��
�
 ��
 �
 ���� �
�	�
� �
�
��

��
�
 ��� �
 � ���� ��
��� 
� ����� ����� ���� �
�����
�� ��
�� �
�
��

��
 ��� 	�
�
����� ���
�

����� �����	� 	�
���

�
� ����
� �
��������
� �
 �

� �
 ��� � �
��
� �		�
��� �
 �
�
����� �
���

���� ��
 �
�� �
�
� �		�
���� � �
��
��� ��
� �
������
 �� �
 ��
� �	

�
��� ���
 �����
� �	

�� ������ ����
� 	�
�
�
� !"#$� %� �	

�� �
�
�����
�

�		������
�� ��
 �
�� �
��
��� ��
� �
	
�
�� �� ��
 �
��&�
&����� '((�

)��� �� ��������
 ��
 �
 ��
 �
��
����� �����
 
� �	

��� �� 
���	�
 
� ����

�
	
�
�� ��� �
 �

� �� ���� "�*� ����� �� �� 
���	�
 
� �� '(( ����

�
	�
�
��� � 	�
�
�
 ����
�� ��� �
��
���

� 	�
�
�
 �� � ����� ���� 
� �	

��� ��
���� ���� � �
�� �
�
��� 	�
���&

�����
�� �
 �
��
 �� ��	���
� 
� 	�
�
�
� ��� �
������� 
��� 
� ��
 �
���

�� ��
 �
�������� ��
� � �
�������
� 
� ��
�� +� �
��� ���� �
 ��
��
 �



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

���������	��� 
������ 
�� ��� ������	 ������
���� ����� �� � 
��	 �
 �����

��� 	���� ��	����� ���������	���� �� ����	� ���� ����
� �� ������	��

�


������ 	���� ������� ����
� ��������� 	� 	�� 
������� ���� �� �

��	��	��

�� ���� ���� ����� �� 	��  !! 
�� � ���� "Wx# ����� p1� p2 ��� p3 ���

������� ����
�� $� 	��� �����
� 	�� ���� ���	���� 	���� ��������� ��	

	�� ������ �
 �������� ������� �� 	�� 
���	� �
 	�� �����

p1 p2 p3

Wx

������ ��	
 ��� ��� � ���� 	��
� ��
������
� ���	 ���

 ���

	
��

%��� �� ���� � ���� ����
 
�� ���� �
 	�� ����� �� 	�� ������
����

�� ��� ����� 	� &�� ��� ���	��
 ����������� �� ��� �	���	� 	������ ����

�
 	�� 	������� ����� &
�� ��� ��� 	���� �������	�� 	��������	��� 	� ����	�

� ����
 	��	 ��������� 	�� ��	��� ���	����� ���� �� ���� �� ������	��

�


������ 	�� ���� ����
� ��������� 	� ���� 	��������	���� �� 	��� ��� 	���


����  !! ��� &�� 	�� ���	 
���
� �	�	� �������� ����� 	�� ����� &
��

����� �
�� ��������� 	�� ���	 
���
� 	��� ���������� 
�� ���� ���� ���

���� �������� ���� �� ��

�� 
����� �
������	 '(�)� *�� �� ��� ��� 	����

���������� 	� 	���� ��� ������� ����
� ��	� 	��� ��������� �
 	�������

��	��

+
	�� ���� � 	������� �	���	��� �� ��� ��� 	�� ���
� 	������ ����
� 	�

�� ���	��� 
����� �
������	 	� &�� ��� ���������� 	��	 ��� 
���
� 	� ��

���� ������	�� ���� �������� ��������� 	� � 
���
 ������� ��	��� � ���



������ �
 �	���	�����

����� ��� ������� ���� 	� ����
 ��������� ��	 �� 	��� ���� �� ��




���� ����
� �� ���������� ��� 	��������� !��������� ��� ����������	

�
 
�
	 ��� ����	 ���	��	� ���� ����� 	��� ���� 	� 	���� ����� 	���� ��� ����



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

��� ������	�� 
� ����
 �� ��� �
�
��
�� ��� ���� �� ���� �
�� ����� ���� ��

��
�����
 ��� ��
���� �� ���� �
�
��
��� �
 �
� ���	������ �
��� ���	��

������� 	
���	����� ��
���� ����� �����
��� ���� �
�� ���� ��� ����� 	
�����

���
 	
���������
�
 ���
��������� ����� ��� ���� �
������ 	
�������
�� 
�

����� 	
���	����� �
�
��
��� ��� ���� ������� �� ���� �
����
  ��� 
��

�
�
��
�� ��� 
� �� ��
����� ����� ��� ��
��� 74088 !423" �����
���


���� ������ 	�� �� ������� ����	�� �
������ ���	� ���� �����
��� �
 �
�


		�� �� ������� ����	�
 #������ $ ������� ����
��� 	
����� ��������	�

��� ��
�� �
� �� 	�� ��� � 	�����%	���
� ��� ��������
� ���� !#&'�" �


����	� ��� ������ 
� ���������� �� ��� ())�
 *���� 	
�%������
�� ��	�

�� ����
��� ��� ������ 	
������ 	�� ���
 �� 	
��������� ��� ���� �
� ��

�������� �� ���� �
��


��� ������	
�� 
���

+���������� ��� �		���	� 
� �� ��
����� �
�� ��	
������ �� ���������� �����

���	� �� �� ,��� � ������ ����
-

&##�������� =
k

n
,

����� n �� ��� ������ 
� �
��� ������ ��� k �� ��� ������ 
� 	
���	���

	�����%�� �
���


.������ ��� �		���	� 
� � 	
�����
�� �
�� ��	
������ �� �����%	�����

�
�� ��/	���� ���	� �� 	���
� ������ ������ �������	� 	�����%	���
�� ��

��	
���	�
  � ��� � ��������� �		����� ������ �
� ��������� ��� �		���	���


#
�����
�� ����	� ��	
�����
� �		���	� �� ���	��� �� ������� ��	�
��-

0
 +�����
�- & 	
���	� �
�� �� 
������ �� ��� ��	
������ �
�� ��1���	�


�
 �������
�- & �
�� �� ����� ���
 ��� ��	
������ ��1���	�


$
 2���������
�- &� ��	
���	� �
�� �� ����������� �
� � 	
���	� �
��


�� ���	��	� �� ��������� ����� ���
�� �� �������� ��� 	
���	� �
�� ��3

1���	� ��� ��� ��	
�����
� ������ ���� ������	 ��
��������
 �� �����	�



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

�� ����� ��� ��� �	

��� �	
�� 
	������ �
	� �	�� �	
� ��������� ��� ����

����
���� ������	��� ����
��	�� ��� ����������	�� �
	� ��� ����
����� ����

���� �� �	�� �� ��� ��������� ��� ���� �	
� �

	
 
��� ����� �� �	��	���

��� =
� ! +"�# + $%�

% &
�'�(�)�

���
� % & �� ��� �����
 	� �	
�� �� ��� �	

��� ��������� *�� ����

����
��+ �� ���� ����
����� ���

,--���������� = 1 −��� �'�(�'�

$� �� ��
	
���� �	 �	�� ���� ��� ���	�����	
 ���� �	 ����
���� ��� ����

����
��+ �� �	� ���� ���� ����������. ����
��	�� ��� ������	��� $� 	���


�	
��� ��� ���� ����
��+ �� �	� �������
��+ ����� �	 ��� ����
��	� 
���	

����
����� �
	� ��� �	

������� 
���	�

��� ���� ��� 	
����
��� 	�� ��
����	
����

���� ��� �����
 	� ������ �� �� /&& ���	��� ��
.�
 �� ��0� �	 �	�����


���
�����. ����
��+ �	
 
�
�	
������ *�� �����
 	� �
������	�� ���� ����

�	 �� �	�����
�� �� �	 �	�.�
 

�������� *	 	
������ ��� 

	������. 	� ����

/&&� �� ��� �	�����
 ���0��. 	�� ��� ���� 

	����� 
���� ��� 	��+ �	�����.

	� ��	�� ���� �
� �	�� ��������� *��� ���
	����� ��� �	���
� 	� � �����

$� �	�� ��
.�10	������
+ �
���� 
��	.����	� �

������	�� ��� ���� �����

�������� �� �	� ��
	
����� �� �
� �	
� ����
����� �� ��� �	
�� ���� ��
�

�	
��� ���� �� �
� �� ��� �������� 	� 
�	����� 	
 ���1
�	���� $� �� 
	������

�	 ��� � ����� �������� �� ��
�� 	� � �
������ ��� 	� ������� $� ��� �	
���

���	���. ���� ���� ��� 	� ������ �	������ ��� ��� ������ �� ��� /&&� ��� ��

��� 
����� ���� ��� ��� 	
������ ���	���.� *��� ���
	����� ��� �	���
� 	�

�����1��0�� ��.�������	��

����� ���� 	�
������
��

,� ���� ���� ����
0�� �� ��� 	���
0���	� �������� ���
� �� � ��	
� .
����


����− inf �� ���� ����� ���
+ ���� �� 
	������ �	 
����� $� 	
��
 �	 ����
����



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

����� ����	���
�	 �
 ��
��� ���� ��
� � ����� 	���� �� ����� ��� 	�
�� ��

��� ������� ���� ��	�� �� ��� 	�
�� �	 ����	 ������� ����� �	 �
 ���	
�

�
 ��������� ��� �
����� 
�
�������� 	���� �� ���� ���������� ��	
 �� ����	

��������

�� ��� ������ ���	 �
 
��� �������� 
���	 ���� 	�
��	 ��
�� � �������

����	�
��� ���	 �	 ������ � ���� ��� ���������	 �������� 
���	 ������ ���	

��� ���� ��� 	��������� 
� ����������� ��� �
����� 
��� ���� ��� ���� �	

�

 ����
�� �� 
���� �
��	� �������� �	 	�������� �
 ������	� 
�
��		���

	
����  ��
�� �	��� �	 ��	
 ������� �� ������� 	
�� 
���	 
� ��� 
���

������ ��


������ ����� �
��� ���� ���� �	�� ����
�� ��� �����

!�� �	 �

� �� � 	���� ����
�� �
 ����	����� ��� ����� 
� ��� ����� �� ��

��� 	��������� � ����� �
������� "  ���� # 	����	� �� ����� ���� � �����


� 	�
��	 �	 ����	������ �� $��� %�&� ��� ���
�	 �������� ��� ��� ��
��	�
�	

���� ���� �
 �� ����� '��� 	���� ��� �
 �
 ���� 
���� 	����� ����� ����	

�� ���� 5 × 5 ��
��	�
�	�

������ ��	
 ������� ���	
���
 
������ ��	�� 
���� �	�� �������� ���	
���
 ��

�	���

(� ��� 
���� ����� �� �� ���� �	��� � ���� 
� ��� 	��� ����
�� ��

�
��� ���� ��� 	������
� �� $��� %�)*� $
� ���	 ����� �� �

���� � ���� 
�

����� e10� ��� ��	� 	�
�� ��	 �
��� +−95.2, ��� ��� ���� ��	 	����������

������ �	 � ����	�
�� 
� −105.2� -
� ��	���� 
� ��
������ ��� 	����	� ��


��� ��
��� 	����	 ���� 	�
��	 ������ ���� ��� ����	�
��� ���	 ����	 ��



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

���� �����	 
����
 0 ��	 2� 
�
������ �� � ��
� 10 �����
���
� ��� 
�	������

��
� �
 
���������� ���
 ���
���� ����	 
�	��� �����
���
 ��
� ���� ���

��
� ���� �
 ����
�� 	�
������
��	 �
�� ����
 ����
� ����������� ���
 ����



��
�� 
���� ��
� ��������� ���� �� ����� �� 
������
 �� 
����� ���� �
����


����������

�� ��� �� �
���	 ���� �� ����� ����	�� � ���� ���� ����	 ���� ���

���� ��� ��
� ������ ������ ����� �� �
������ ���
 	��
 ����
� ��� ��� ��

 ��

����
��� �
 �
����� ������
���	 ��
 �� ��� 
�	������ �� ������������� 
��

���
�����
� �� ����
����� 
������ ��� �
������� �����������
 �� ��� ����

�
 	��� ��  ������ !�"�

������ ��	
� ������� ���	
���
 
��� ��	�� 
���� �
�� ��� ������ ������ 	��

���	
����

����� �����	�
�
� ��� 

��
�������

��� ��
�� #���
�� $%% 
����������� �
 	�
�
���	 ��  ������ "�& ����
 �

���� �� � 
���� ����� ��
���� ��� ����
� $%%� ���
 �
 � ���� 
�������

�� 
����
 ����� �
 �����
��	 ���� � 
��
��
 ��
� �� �������
 ��	 �� ����


��
��
 ��
� �� ��
	
� '�
 � ��
�����������
� 
������
�
� ������� �����

�
��
�
������
 �
� ��� ����
����� (� �
� ���� ����
�
��	 �� ��� ��
� �
���

���� 
������� �� ��
	
 ����� ��� 
������� �� ����
��� ��
�
������
� �� ��



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

��� ����� �����	 
�� ��
�
� ��
� 
�
��	� 
�� �
�
�� � 	
��
 ���� �� ����
�

��� �� �
����

��������	 �� 
�� �������
��� 
��
� �
� ��

��� �
�
�� �� � 	���� ���


��
 �
� ����� 
� �� �� ����

����� ��
 �������� �� ������ 
���	��
���

�� �
� �������� ���� ��
�
��
�� �� 
�� �
�
�� ���
� ��
�� ���� �� �� �
�

���� 
� ��� � �
�
� �� ����� �� 
�
�� �� 
���� ��� �
�
�� �� ��� ������ 
��

������
� ��
� �� ������ !�
 �� ���� 
���� �
�
�� "����
 �
�
��#� $� 
�����

����
� ���	� �� ��
 �
�
��	 ��� 
�� ����
��
��� ��
��	 ��	���
�
���� ��


���� �
�
��	 ����
��
��� ��

�����	 
� 
���� ����
 �
�
���

�� 
�� 	���
�� ���� ���
� 
�� ���� �� ����� �� �
�
�� �� ������ �� ����

�
 ����
 ��� �
�
� ��
 ���� ����
��
��� ���
�
� �
 �� �������� 
� ���� ��
�


��� ��� �
�
� ��
 ����
��
��� ����� ��
 ��� �
�
�� �
� ���

��	� %�� �� ��

�
� ���� 
� ������� � ��
 �� �
�
�� �� 
�� ��� ����� �
� ����

��
 �� ��

��
 ���� 
� �
�
� 
�� ���� ��
� ��

�� �� �� ���� ��
� 
�� ��
��� &�
�
��

�������	� ��
 �������� �� ���� ���� 
� ���� 
�� �
�
�� �� 
�� ��� ���
�

��
� �����	� �
� ����� ���� 
�� ��� �� ���� 
� ��� � ��
� �� ������ ��


��� 
����� �� �� ���� �� ��� ��� � ����� ������
��� �� ��'�
� 
� 
��
����



�� ��
�
� ��
� ��

�� ��� ���� ��

��
 
�� ����

��
 ����
��
��� �
��


���� (��� �� ��������� ��

��
 �� )��
��� *�+�

����� ����	
 ��
�����

�� �� ��� � �����
�
 ��
� ����
���� �
�������	 ����
 ��� ����
�� �� �����

�
��
� �� ��� 
���	����
 
��
 �������� ��� ��
 ���
 ��������� �������	�

���
��� �
 
�� ���� 
���� $� ����� ������� ��
 ���
 ������� ���	��	�

������ �����
�� ������ ��� ���
�� ��	�
�
��� (��� ����� �� 
�� ����� �����

��
 ��
 �������� 
� ��������
 ��
 � ��
	�,��������
� ���
���

��
 
��� 
����� 
�� ������ ���
�,���� ���
���� ��	�
 �� ��
� 
�����,

����� ���
� ��
 ����
 ��������� ��� ���
 ����
�����
��	 �������	� ���
���

�
� ����
��
�
�� �
�
� !�
�
 �� ��� ���� ��� �� ��
 ��
� ��������� �����,

��	� ���
���� ������� ��
 ���
�� ����� �� ����	 �
�	
�������� 
������� ��



�� %,-��
 ��
���	� �� ����� �� ��	� .�++� 
�� %,-��
 ���
 ������ �� 
�



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

���� ��� �� �	
����
� ����������

������ ��		
 ��� ������ 	
�
�
��� ��������
�� ��������� ������� ���� � 
��

�������
��� �
��!" ��
�� ��� ���

�
�� 
�� ���� ������
�� ��������� �������
���� # 
�� ���� �� �����
�� ��� $�
� �!������
� %&'(�

����� ��� ����
�� ���� �������� ���� ���� ��
� �� ������
��� �

������

��� ������� �� ���� ��������� 
���������� ��� ��
�� �� �����
��� �����

�� ������ ��� ���� ��� ���� 
��� ��� ��������
� 
����� ������ ����� �����

��� ���� ��� ������� �
������� ������������ ���� ����� ��� �� ��
� �� �

������� ���� �
������� ������
��� �����������

������� 
������ �� ���� ��� ��
������� ��������� �� ���� ������
���

������ �������� ��� ��� �������� ��������  � ��� �������������� ����
���

���� ��!������� ����� ����� �� ����� ��� ��� �� ��� �
����� ���� ��!�����

��� ������ "������������� ���� 
������ �� ������ ���� ����
��� �������� �����


������ �� ����� ��������� �� �����
� ���� 
�����������

��� ���� ������
��� �

����� ���� ����� �� ���� �� ���������� ����

���� ��� ��
������� �� ���� ���� ��� �� ����
������� ������ ���� �� �����

#�$��� ������ ����� ��� "� ��� ���� ����� �� �� �%����
� �� ���� �������

&'(� )'� )*+�

����� ��� ������ �� ���� �� ���
 �� ���� ���� ����������� #�$��� �����,

� �� ��� ����	� 
�	� ���� �	 
�������� ���	 ��� ������� ��� ������� ����

	�������� 
���� ��	�����
 ������	
� ��	 �� ���� �� 
��������
 ��� ����

���� 	��������



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

� �� ������� �	
��� �
���� ��� �
������ ���� ��������� �
�� �
��� ��

���� ��� ����� �
��� �
�
��� ���� ��������� ��
�� ��� ���� ������
�

������ ��� �������� ����� �
�� ���� �
�
��� �������

� ��� ������ �� ���������� ���� ����� �� ������ �� ���� � �
�� �
�� ��	

��� ����
��� ��������
� ����� ��������
���� �
�� ��� ��������� �������

 ����� ���������� ���� ���� ����
��� ���� ����
���
����

����� ��� ���� �
������ ���������� �� �������
�� �	
��� �����������

������� ���	 
���
��

��� �
������ ��� ���� 
���
�
�� �������� �� ��� �	
��� �����
��� 
� � �
�	

��� ���� ����
�� !"#$� �� ����
��� �� � �������
�� �� ����� ��� ���
� �����
����

��� �
��� %�� ���
� �
���&� 
� '��
�� ��� ����
��� ���� ��������
��� ��

��� ����
�� �� �	
��� �
��� ��� ��� ����
�� 
� � ���� ���� �(�
��� ���	

��������
��� )�� �������� ������� �� ���� �� ��������� ���� �����
�� *

������ ��� ��� ������ 
� ������ ��
�� �� + ����� 
� ��� ���� ��� ���� ����

���
�
��� , ���� ����
�� ����� ���� �����
� "- ������ ��
�� �� �	
��� �
��

����� �����
� 25 = 32 ���������� �� ����� +�" ��� ��� ��� �� ������� �� �

*	
��� �
�� ���� ��� ��������� �� ��� ���������� ��� ���� ���� ���������

����������� 
� � ���� ����
�� 
� ����� 
� )
�� +�"+�

"� ��� ��� 
� �� ����� �� ��
� 
� ����
+� ��� ��� 
� �� ����� ��� ��
� 
� ����
.� ��� ��� 
� �� ����� �� ��
� 
� ����
/� ��� ��� 
� �� ����� ��� ��
� 
� ����
*� ��� ��� 
� �� ���0� ��� ��
� 
� ����

����� ���	 �� ������� 	
 � ��
��� �����


��
�� ����	 �� ������� 	
 � ��
��� ���� ����������� �� � ��������



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

��� ���� �	

��� 
���� 
� �� ���
�
������� ���� 	 ���� ��	��� �
 �����

����� 	�� ��

��
�� �������
�� 	
� 
�� 
�����	� ��
�
�	�

� 	�� ���������

������� ����	 
��
�	

��
��	
�
� �����
 ��

�
�� ����
����� ���� 	
 ��� �	
 �� ��
� ����

	
����� � ���

��� ��� � ���

 �����
 	�����
�� ��� !�
���� ��	��� �	�

"��
 �

������� �� #���	�
$ 	
� %��� &'()� *
 ��
�
��
� �� �	�

	�
�
�

	 ���	�	
� ������ ��� �	�� ���	�	
� ���� ���
���� �� 
� 	 �	����� �� �

���
������ +��
 
�� �� ���� �	
�� 	����� 	
 
�� �	�� 
��� 	
� �
	
� ��
�


�� �	�� ���� ���
���� 
��� 	�� ������, �
�������� 	 
�� �

�� �� ���	
���

#�
�� �	�� ���� ��-��
�� ����	����
� �� �
���� ���	�	
���� 	
 	����	
� �����

�	
 �� ���
� ��� 	
� ���� ��-��
�� ����
����� 
�	
 ��	���� 
�� �
� �� 
��

��

�
���

��� 	�����
�� �	
 �� �
� ���

 ���
 � ������� �	��� 	
� 
�� ��	���

��	�� �� �	���� ����	��� 
�� ��������
� �� 
�� 	�����
�� �� O(N)� ��


���
 �
��� .
������� ������� 	�� �
������	
�� /���� 	� 	 ���� �	

���0 ��

�	
 ������� �������	
��� ���� �� 
�� ���
 	����	
� 	
� 
��� ������	���

	�����
�� 
� ��� ���
 	
 �����
 ��	��� �� ����������

������� ����
��������
� 
��
�	

��� 
�	���	�.��	��� �����
 	�����
�� &'1) �� 	 ���� ������ ��
�
���
 �� 
��


���	� !�
���� 	�����
�� 
� "
� �����
 ����
������ 2�� 	�� ��
��
�����


�	
��
��
� �
 ��
�
��
� ��	�
�� 
�� �	�� �	� 	� 
�� !�
���� 	�����
��� ����

����� ��� �	�� ���� �
��
� �
	
� 	
 �	�� ��	�� t� 	�� 
�� ��3���

 �������
�

����� 	
� 
���� ��������
��
� ������ 	�� �
���� �
 	 
�	���	�. ���
� +��



�� ��	��� �� ������
� �� �	
 ��	��� 
������ 
�� �
���� 
�	���	�. ���
 
�

��
 	�� 
�� �������� �����
	
��
� �� ���� ��-��
��� 	
� 
�� ������ ������

���
��
� 
� 
����

��� 	��	

	�� �� 
��� 	�����
�� �� 
�	
 
���� �� 	����
 
� �����
	
��
	�

������	� 	���� 
�� 
���	� !�
���� 	�����
��� ��� ���	��	

	�� �� 
�	


��� ���
 ���� ��-��
��� �	
 �	���� �� ���
 ��
�� 
���� �	
 �
�� �� �
� ����



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

������� �� � ��	
 ��� 
��� 
��� 
����� ����
� ���� �� ���������
� �� ���� �����


�
�
 ���

 
���� �W1, W2 ��� W3� ��
 �
�	
��
�� �
� �� ����	
 ���� ��


����
 ��� 
��� �
��
��
 W2 − W3 �� �������� 
���
 ���� ��� 
��� �
��
��


W1 − W3� ��� ����� 
����� ��
 ����
���
 �
�	� ����
 W3 ��� �� 
�
�� �����

��	
� ��� ������� W1 ��� W2� ��
 �������� �
�� ��!
�� ���� ����� "����
� �
����

�
�� #��� 
���� �
 ���� ��� ������ �
 �
��"
�
�� $� ��
� ��� �������
������

�����
� �� ��
 ��	
 ��	
� ��
 #���%#���
����� ����
���! 
���� �����"
� ����


���� W1 ��� W2� &�

"
�� ���� ��� ��
���� ��� �
 �
��
� ���

Time

Path is lost.

W1

W2

W3

������ ��	
� ��� ��������	
����� 

���� ���������� ����� ���� �������� ���

������ ������ �� ������������� �����

������� ���	
	���
	�
� �
����

��
 
���%�
#
��
�� '%(
�� ��������	 )*�+ ���
"���
� ��
 �
,��
��� �� ����
���!%

���
� '%(
��� $� #��"��
� � 	����
 ������ �
�


� 	���������� ��	#�
�




������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

���� �������	� 
� ���� ��	 	�
�� 
��	�� 
��������� 
�� ��	 ��
�	�
����
�	�


��	�� 
��������� ����� ��	� ��� ����������� �	��		� �������	�� ��	 �����

�	�	��	�� 
��	�� 
�������� �
���
��� ���	 ��
� ��	 ������� �	� ����

	������ ��� ���� ��	 ���	��
�	�� ��	�	���� ���� �� �
�	� ���� 
������ 
�

����� �� ���� ����� ���� �� �
��	� ��	 ������	�	��	�� 
��������� 
�� 	��

���	� ��
� �	 �
� �	�	��	� ���� �
��� ��	� ��	 �
��� ������� ����� W1


�� W2 �	��� �� � 	��
� ������ ���� W3�

Time

Paths are combined.

W1

W2

W3

������ ��	
� ��� �������	�
��
� ��
��� ���������� ����� ���� ������
� 	���
����
� ����� ��� �����
�� �����

!����
� �� ��	 ��
�	�
�� 
��	�� 
��������� 
 ��
�	�
�� ���� �	 �	��

"���	� 
� ��	 	�� �" ��	 �	
��� �� #�� ��	 
��	�� ������	�	��



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

��� ������	

�� ����� ����	
 ��������
 �� ���� � ��	
����� �
�� �� ���
 �		����� ���

���������� �� �
�� 	
�����
 �� ������ �
� ��� ��� 	��������� �
��� ����

��������� ����	��� ���� ��� ������� ������ �� �������� ���������
 ������

�
�� � ���� 	
��	� ��� ��� ����	
 ��	�������� ����� �� �� ���� �
� ����

	������� ���� ������	
� ���� ��� ���� �� ���� ��� ��� �	�����	 ������

��� ��� ��� 
����
���� ����	
 ��	
������ ���� �� �
� ������� �� �
�� 	
������

��� �� �� 	����� ��� ��� ���� �� �	�����	 ������ �� ���� �� �� 

�������� �
� ����������� ��� ��������� �
� ����	 ������ �����������

����� ���
 �
� ���������� ��� ��	����� �������� ���� 	��������� ����� �
�

���������� ������� �� ������ ���
 �
� ������� �������
�
 �
��� �
� ��	�����

������� �� ������ ���
 �
� ������ !������ �������
�� "� ���� � ��������

�������� ��	
����� �� ����� �
� �������� �������
 ������ �
� #��� "��	


�������
�� �
��� �������
�� 	������ �
� ��������� ��� ��� ��� ����� ����� 

�����������

�
� ����� �� ���� ��� �
��� �����	������ ���� 	��������� ��$�
 �����

���
 
�� �
�� ��� ������� �� 	��������� ��� �������� ���� ��	��������� %�� 

���� ����������� ��� ���������� ���� ���� �������� ��� ��� 	���������

���� ��	�������� ������ �� ���� �� ��� �
� 	��������� ���� ��	�������� �� 

����	
� &�� �� �
� ��'� �� ��� ��	������� �
� �
����� ��������� ������	


����� �����

�������
 �� 	��������� ���� �� �
� ���� �����	�� ��� �������
�� ��	


�� ���� ������������ ��� ����� ����� ��� ������������� �
��� ������ 

������� ��� 	��	��� �� ������� ��� �������
 ���	� �
� ������ ��� ���	��� 

��� ������������ ����� ��
������ �� �������� �
� ����� ���� ������	


�� ����	
 ��	�������� ��� �
� ( #��� �������� ��� ���� 	���������
 �����

���
 ������� ( #��� �������
��� �
��� ��	
������ ����	� �
� ����	
 ���	�

���� ����
�� �� ���������� �� �� ��	�������� ��� ���� �$������� ���������

����	�� ����������

"� ��	���� �� ��� � ��������� �� �
� ���	���	� ����� ( #��� �������
�


���	� �� �� ������� ��� ���� �)	���� �
�� �
� ��
�� �������
��� �
� ���� 



������� �	 �
���� 
����� 
����� ��

��������� ����	� 
��
����� �
	 
�	
 �
�	������� ��� ��� ����������	 ����

�
���� �� ����
��� 
�� ��	��� ��� 	�
� 
��� 
 	����� ����
!����� ��


����
�� 
!�� ��� ��
���
�"��
	�� 
��
�����#



������� �

�	
���� ����
��

�

��� ������	 
� �
�	�
	 ���������� ��� ���� 	�
�
����� �	����� 	��
���
�	

	�� ����� ���� ���� �� 
���� �
� �� 	
 ������	��� �
��� ������  � ���� 	


��!� ��� 
� �� ���� !�
 ����� �� �
������� "
�	�
	 �� � ����	 !�
 �����

�
���� ��� �	 ��� ���� ��
 � 	��	 ����	��� �
�	�
	#��������	 �
����  ���

�������� �������� �����

$������� �
������� �� ��
	��� %������� !�
 ����� �
���� 	��	 	�!��

��
��# 
�� �&��	� ��	
 ���
��	� '��� �	����� ��%� ���� �
�� �� 	�� ���	


� ������������ �
������� 	�� ���� �	���	��� 	��	 �
%���� ��	���� ������

��� (���

��� �����	� �
���

�� �������  � ��� �
������ ��
��	�� �
�	�
	� ���� �� 	�� ����!�� ���� �������

������	 ��� ����!��� �	���� )��
�	���	���  ��� 	��� �� �
�� 	�� �����	���

���	�� �� �
 �
���� ����!�� ����������	� ����� ��� ����!�� ����	�	�
�

	�����*��� ��+� 	��	 ��� ������� ���� ���
���	�
� �� � ����!�� ����������	

���	��� ��	 	���  ��� �
	 �� �
�������� �� 	��� 	������ ,�  ��� 
��� �
������

�
��� �
�	�
	� 	��	 
����  �	��� �� �		������ ��� �������	�� ����
���� 	��	

�
%��� 	��  �� ��  ���� ���	����� ��� �
��	���	���

"�
��# 
�� �
�	�
	� 
� 	�� ��
��	�� ��%�� ��� %��� ��-���	 	
 ��� �����

��



������� �	 �
����� 
����
���� ��

��� ������ 	
 �	���
 ���� ��	� ������� ���� �	�������� 
���� ��	���� ��	��

��� �
 ��� 
��� ���� ��� ���	���� ��	��

 ���� ���	�� ���	

���� �����
�

	
 ��� 
��� 	
 ��� 
����� 
����� ���� �	�� ���� ���� � �������� �	�����

��������� 	� ��� ��������� ��� 
	��	���� �	��
� ��
������ �� � 
��������

�	�	

�� 
����� 
���� ���� ��� �	�������� 
��� ��	�
 ���	�� � 
�� ����

���� �	��
� �	� ���
� ���
	�
 ���� 	
 ��� 
	��
 �� ��� ��
� ��
 ���� 	�

�	��������������� ��	���� �	������� � � !"#� ����� �
��� �������� �	���



	� ��	

��	�� �	�����
�

��� �����	�
��������� �
����� ���������

����� ����	�
����


$	������� �	����������	�� �����
 
��� �
 ��� �����	��
 ��
������ �� %���

��	� !�"�! �	��� ��
��� �� �� �����
��� �	������	� 	
 �	���
� ������� ��	���

�������
 
	� ���� �	����� �	��� ��	�� �	 �� � ��&���� ��
'�

(� �	��� ������ �	 ���� � �	�� �������� ���	���
�� �
 �� ���� �	��

�	����� �	���
� ��� ���
 �
 	��� ��� ��
� �
 �� ��� �������� �
������ ������

����
 
	� ���
� �	���
� (� ���� �	 )�� � ������� ������� � 
�� �������

���
����
 ��� ���� 
����)� ���
����
� %	�� �	�����
 ��� ���� �	��	� ���

���� ������� ���������
 ��� �� 
	��� �� � ����� �������� �	���
� *	������

����� ���� 	
��� �� �	�����
 ���� �	 �	� ������ �� ��� �������� �	���
 ��

���� (� �����
	�� ���� �	 �
������ �������� ���������
 
	� ���� ��� ��
���

�	�����
 �� 
	�� ����

+�� ��� �	 
	��� ���
 ��	���� �
 �	 �
� � ��

 �	������
����)� �	���

���� �	 ��	����� ������� �	��� �
 ���������� ,��
 �
 ������ ���'��� 	� �-.#�

�	� �������� �� ��� �
� � ����	�� �
 � ��	����� �
������� �����	�� �
 �	�

���������� *	������ �
 �� ���' 	� 
�	� � ����� ������ 	
 �����	��
� ��

�	��� �	� �� ��'��� 
��� ��������� 	
 ��� �	����� ���������� �� ��� ������

�	 �	����

,�� �	�� �	��	� ����������� �
 �	 ��'� �
� 	
 ��������� 
������ 	�


���� ����� �-/#� 0� ���� -�1 ��� ����� �	�)������	� �
 ����
������� ����� ����



������� �	 �
����� 
����
���� ��

����� �� ��� �����	 ��� � 
���
� �
� ���������� ���� ��� ���� �����
������

�� ������ �
� ��� ��������� ����� �� ��������� �� ��� ���� ���
�� �������� �����

�� ����� ��� 	��� ����	����� �� � �����	 �� �� ��� ���� ���� ���������� ��

���� �� �	�������� �	�
�� �� �������� ���� �� ����� ���� 	��� ����������

������ ��	
 ���� ��� ���	
�� �
��� ���	� ���� �
�� ���� �� �� �	�
��� ���

� ��	�� ������ �� �	�
�
�� ���� 
� 	���
	���

� 	��� ��������� ���� �� ���
������� �� ����  �! ����� ����� �� � ��������

�
	��� �� �������
����� ��� ��� �������� ������ ��� ��������� �� ��� �� ���	�

���� �� ������ ����	���� ������� �� ����� ������ �� �"��� �� ��� #������ ���

������� ���
�� �� ���� ��������� �
� ��� 
��������� ��������� ��� 	��� ���$

����� %��� �������� &'' ����� ������� � 
���
� ���������� ������� 	����(�

�
� ��� ��������� ��� ������ ���	 � ������� �������#� � �������
� ��	$

	���� 
��� �� �����	��� ����� �
�� �� ��� �� ����
���� �� ��� ��(� ��������

������ ���
 ���� ���	
�� �
��� ���	� ����	 �
�� ���� �� �� �	�
��� 	�����
��


� ���� ���� ��
�� �������	� ��	 ���� �� �� �	���	�� �	�
����



������� �	 �
����� 
����
���� ��

����� ������	
 �����

�����������	
 �
� �
��
���	
 ��

� ������ ��� ��
 �
��
�

����	
� ���� �
�

�
���
� �
� ��
���� ��
 ��������
 	� � �
� 	� ���� �
 �
 �
������
 ����  �

��!��� �������
� � "�
���	
 �	 
��� ����� �
 ��
 �
����	
 ��

 �
 ��
 "���#��

�������� �
 �
�


 ���� �	�
� �
�	 	

 	� ��
 �����
� �	�
� �
 ��
 ����
�
�

����� $
 %��� &�& �
 �

 � ��!����
� �
���	
 	� � ��

 ���� �
�
�!�

� ��


���# �	� ��
�
� �	� �
 �
�������� ��	�
 �

�
�' ��
 �
� �!	#�
� ������ ��

#
	�
� (	�!���� ���� ��

� ��
 ��
��
� )� ��
� ���
� ������
� � ��!��
�


�!)
� 	� ��!��
�� � ���� 

�)�
� �� �	 ���	!�������� �	
������ ����

��

� )� !�#�
� ��
 	� � ���� �
� �
� � �	��
���	
 	� "�
���	
��

������ ���	 � ��������	 �
����� �
 � 	������� ���� ���� 	��������� ���� 
��

������� ����� ���� ��� ��� �
 �� ��	 
����� ������� ���� ��� ������� �����

*
 ��
 ����� �
����	
 ��

� �	 ��

�� �
�	�
���	
 )� ���
� �� �	 �����
�

��	��������� ��!���� �	�
��� *
 �	
������ � ��

 ���� ��	��� �

����
� ���

�	���
� �	 ��
�� �	
�
+� �
� ����
 �
 ��
 ,--� �
 �
�


 �	
�
+� �
� ����


��
 ��

 )
 �������
� �
�	 	

 	� ��
 �����
�� �	�!
� ��

 ��
 �
����	
 ��



��� �	
������
�� *
 ��
 �	 ���� �	� 
��� �	
�
+���
�

�

� ,-- ����

	����� �
� )���� ��
 �
"���
� ,--�

��
 ��	 !	�� �!�	���
� ���#� ��

 �	
�������
� � ���� �� ��		��
�

� ��	�
� "�
���	
 �
� �
� �
�
�!�
�
� �
 ����	�����
 �������
� ����
��	
�



������� �	 �
����� 
����
���� ��

��� �������	
 �������
	 �������� �
� �� ������ ����� ������
	 ���� ������

��� �����

������� ����	
��	
�� � ���
�
�� 	
��

� �
���
�	 �����	���� 
���������
	 ��
������ ���� �� ���� �
 �
	������ ���

����� ��� ��� ����	�	
 ���� ������� ��� ���� ������ �� ��� �

� 	
�� 
�

��� ����� �	 ��� ���� 
� � ��	��� ������
	 ���� ��� �

� 	
�� �� ���	 �����

�	�
 ��
 �� �	��	
 ��� ������
	 ���� ��!���� ��� ���� �	 ��� 	
�� �
��

�"����!���� #
������ ��� ������
	 ���� ��$������ �	��
�� �������
	 �%&� ��

��
��	 �
� ��� ������ '
��!�� ���	 �� ��!� �
	��	�
�� ��	������ �� �� ���

���� ���� �
	��	�
�� '((� �� 	��� �
 �	� 
���� ����������

��� ���� ��
� ��� �

� 	
�� �� 	
� ��!���� ���
���	
 �
 ��� ������
	

��
��	 �	� ������ �	�
 ���� 	
���� ��� ���� ��
���� �	�� ��� ����
������

������
	 �
� ���� ���� 	
�� �	��� 	
 ������� ������ ��	 �� ����� � ���� 	
��

��� 	
� �� ����� �� 
	� 
� �
�� 
� ��� �
��
��	
 �
	����
	� ��� ���)

%� ��� ��� ���� �
�	�� �	 � 	
�� ���
	
 �
 ��� ���� ����� �	� 	
 �������

������ ��	 �� �����

�� � ��	���� 
�������
	 �
�	� *(+,- �� 	
������ ���	���	�� ���
�
��


�� ��� ��� 	
��� 
� ��� ���� �
 �	���� ���� ��� ���� �
�� 	
� ���
��

�

 �������� �� � ����� ������� �	 � 	
�� �
	���	�	
 ����� ���� �
�	��

���	 ��� (+, ��� ����� �
��� 	
� �� �����

�� ��� ���� ����� ��
	
 ��� ������
	� �	 ��� ������
	 ��� �
� ��� 	
�� ���

�
���	
 �
 ��� ��
��	 �������	
 �������
	 ����� ���
� � ��
��	 ������
��

η� �	 
���� �
��� max
q

[Δ
(q)
DL(S)] < η ����� Δ

(q)
DL(S) �� ��� �������	


�������
	 
� 	
�� S 
�!�	 ������
	 q�

������� ����	
�� ��	

��� ���� ��
���� �� �
 �
	������ � ������
	 ��� ���� �����	
������ ������	

��� ����� ��
	�	�����
	 ������ ���� ���� ���
� �� �
 �

������ ������� �
	��$��

�	� ��.� ��� 
� ����� ���	
�



������� �	 �
����� 
����
���� ��

��� �� ������ �� 	�
� ���� �
 �	� �������
� �������

x = (x1, x2, . . . , xd), �������

�	��� xi �� � �������� �� ��
��
���� 
�������� �� �� �������� �� ��
������

� ��� �� �������
� �	�� ����� ��� ��� �	� 
������� �������
�� !	�� �������


��� �� ���� �
��
 �� �	� �������� ��� �� �������
� Q� "� ������� �� ��

��������

�� #��	 �������
 ��
���
� �	� 
���� �� �
� �
� �� �	� 
�������� �
 �	�

����� !	��� �������
� ��� ������ ���	
���� �� ���

� �������
��

�� �� xi �� �������� �
� ��
 ������ 
����� ���� �	� ���
{

c1, c2, . . . , ck

}
$

Q ��
���
� ��� �������
� �
 �	� �����
{
�� xi ∈ S%

}
�	��� S ��
 ��

�
 ������ ��
{

c1, c2, . . . , ck

}
�� �� xi �� � ��
��
���� 
�������$ Q �
������ ��� �	� �������
� �
 �	� �����{

�� xi ≤ c%
}
��� c ∈ (−∞,∞)

!	� �������
� ��
������ � ��
�����
 � ���
� ������ �� �� �
 �
&
���

���� '����
���� �	�� �� 
�� �	� ����$ ��
�� �	��� �� �
� � &
��� ��� �� ����
�
�

����� "� �
� ��� �	� �����
�� ������ �	��	 ������ �
 �	� ����
�
� �����

�
 �������� �� ��
 ������ �	� 
����� �� �������
� �
�
 ����	��� (�
��

�� 	�
� �
 �
������
��
� �� �	� �������$ �� ��
 ������ � �������
 ��� �	��	

����� ������ ����� ������&���� ��������� '�� �)�����$ �
 �����	 �����
����


�� ��
 ������ ������� ���	 �� ���� ���
�� �
� �������
�� ��� �	� �������
 ����

�� ���� 
�� ������ 	�� ����� ��� �������
 ��� ��$ ������� �� �	� ����*���
�



����� �� �	� ���� �����
� �������� #��	 �������
 �� ����� �� ���	 �������


���
� �
� �	� �������
 �	�� ���� ������ �	� ���� �� ���������

������� �������	
 ����
����

! ������ �� ����� �
������ �	� �
���� ��������
 �� ���	 �������
 �
�

������ �	� �������
 ���	 �	� 	��	��� �
���� ��������
 ��� �	� �������
�



������� �	 �
����� 
����
���� ��

����������	
� ��	�	 
� �� �
��
	 	������ �	����	�	�� ��� ����
����� �
��

��
���
��� ���� �� �����
��� �� �	 �		� �� ��	 � 

�	

���� ��
� ��

��
��

��
�	�
���

��	�	 ��	 ���
��� ��

��
�� ��
�	�
�� ���� ��� �	 ��	� ��� ����
�����

�
���
���
���� ��� �	 ��	� ��	 �
�
��� �	���
��
�� �	����  ���! ��
�	�

�
�� �� �	���
�	� 
� "##$� %�	� ��

��
�� ���	 S �
�� &�	��
�� q 
��� ���	�

Sq+ ��� Sq−� ��	 �����	 
� ���	
 �	���
��
�� 
	����  ��! 
�

Δ
(q)
DL(S) =

1

2

{
Γ(Sq+) log |Σ(Sq+)| + Γ(Sq−) log |Σ(Sq−)|
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Ŵ = arg max
W

P (W|X) ����� !

���� 
���� ����� �� 	� 
� 
����� �������	�� �
��� 	�� ������� 
� �
� ���


 �
���
�� ����� �� ������ ��� ��
��� ��
��� �� 
� ��
���� "�� ���� �����

#
���$ ������
�

P (W|X) =
P (W)P (X|W)

P (X)
������!

%�
 P (W) �� ��� ���	
	����� ��
� ��� 
��� �������� W �� ������ 
��

P (X|W) �� ��� ���	
	����� ��
� 
� 
��� �	����� ��� 
������� �
�
 X 
���

W �� ������� P (X) �� ��� 
���
�� ���	
	����� ��
� X 
��� 	� �	�������

���� ���	
	����� ���
��� �����
�� ���������� ��� ��
���� �� 
� ���� ����

�� ��� ��� �
&���� �
��� ��� P (W)P (X|W)� ���� ��
�� 
� �
� ��
����

"�� ���� 
�
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�� 
��� ��)

������� 
�� ���
��� ���	
	��� ���� �� ��� ��� �
�� �� ��
� ���� 
�����
������

	��
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� ���
 ��
� ����
�� ��������� 
�� ���� ������ �� 	� ������� 
��

���� 
�� ��� �����	�� �� �&������� �����	
	��� *��
����� 
	��� �����	��

��������� ����� �� �� ������
�� �����	
	�� ��������� 
�� ������ ��� ���	��

�� ���������� ��
� ���� �� 	� �����������

+ �
���
�� ����� �
� 	� ���� �� ������ 
���)����� �
��� 	� ����������


� %)	��� ���� ��
� 

� �����
��� 	� 
 ����������� ���� 
��� ��� �������

����������� ������ 	�� ���� ������� 
����
��� ,�� ��� �
���
�� ����� ��

�
�� 
 �������
�� �-��� 
� 
���� ���� 
 �
��� �
��� ��� % ������
��� ���
���

��
� .//! �� �����
�� ��� ���	
	����� ��
� ��� ���� ����
��� ��� ������� 
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�
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� �	�
�� �� ��� ���� ����� ���� ���� ���

	��
�� ��
�������� �

���
� ��� �	��� ���� � ���� ������� �������� �����

�� ���� ���� ��� ���� �� ��
� ��
����� 	����  �� ��� ��� �! ��
� ����� !��

�"��	��# ��� ��
������� ���� ��� 
������ ������� ��� ��� �������� �����

�� $�� P (wt+1|w1 . . . wt)� �� �%�
� ��� ��
������� ���� ��� �������� �����

&�������� ����
� �� 
��������� ����
� ��� ����
� �	�
��

'��� 
������� ���� ����� �		���
��� ��� ��	����� ��� ��� ��
�������

���� � ���	�� ������� ������ ��
�������� ��� � ���� 
��	��" ������� ��

������� ��� (����� ���� ���� ��� ��������� �)*��

����� �����	
���

'��� ���� �� ���
� ��� P (W) ���� ��
� ���� �"	������ ��� �� ���� ����

������� ��� ���� ���������� ����� ����� ��� �		���
��� ����� ��� ����

!�� � ����� �������� �������� �! ���� ��+���
�� !��� ���
� ��� ����� ��


������
����

������� n����	


n������ ��� �� !�� ��� ���� 
������� ���� ��� �������
� �		���
�� n�

����� ����� �������� �� � '��&�
 ����
� �! ����� n−1  P (wt+1|wt−(n−1), . . . , wt)#�

'��� 
������� n = 3 �� ���� ���� � ����� �������� 
��	��  �������� �!

�����# �� �
�������� ��� ��������� n = 2 �� ������� ,
�� ���� � ����� ������

��� 
��	��� ����� �� ����� � �������� �! ����� �� �� ��� ������ �� ���	�� ���

��"���� ��&������� ���������� !��� 
����� !�� ��� n����� 	�������������

-��� ��� 	��
�� �� �� ��� 
��� ���� .����!��� �)�� ���& �� �"������� �����

�������� 
��	��� !��� ����	�	�� ����
���  /* ������� �����# ��� �����
��

��� ��������� � ����� �! ��� ��� ��� ����
��� !��� ��� ���� ����
� ��
�����

������ �������� ��� ��� 
��� ��0����� �! ��� �����
�� �������� �

�����

���� ��
��

-���� ��� ���� ���� �� 
����� ���� �
��
��� ���� ��
� ������� ����
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����

���
 �
 ��� ����
�
	 ����� �����
	 �� �� ����� ����� n�	���� �
 ������� ����

���� �� ���
 �������
	 �� ! ���� �������� �����

� ��������	
� �	�
��
�	
��

"
 ����� �� 	�� � ���� �������� ������� �� ��� ������������� ����������

���� �
���#��
� n�	����� �� ��#���� � �������
	 ����
�#��� "
 ����
��

��� n�	���� ��� ������� �
�� 	����� ����
��
	 �
 ����� ���#��
�� ��

�������
�� �
 ��� ����
�
	 ���� �
 ����� �� ������ ��� ���������

�������
	 �� n�	��� ���#��
���

$�� %����$���
	 �������� ����� �� ���� �
� n�	��� ���� ������ c

������ ������ �� ������� �� �
 n�	��� ���� ������ c∗ �����&

c∗ = (c + 1)
Nc+1

Nc

'(�(�)*

����� Nc �� ��� 
����� �� n�	���� ���� ����� c ����� �
 ��� �����

$�� ����������� ��� �
 n�	��� a ���� c ���
�� �� 
��&

P (a) =
c∗

N
'(�(�+*

"� �� �������
� �� 
����� ���� N =
∞∑

c=0

c∗Nc� ����� �� �#��� �� ���

���	�
�� 
����� �� ���
�� �
 ��� �����������
�

� ���� ������	
��

���
 �������
	 �� �
 �,��
���
 �� ��� ���� ����
� %����$���
	 ����

���
��
	 �
� �����
�� ��� ��	��������� ������ ���� ����������� ����

���� ���
 �������
	 �,��
�� ��� %����$���
	 �������� ��� 
�

���

��	��� ���
�� �
 ��� �������
	 ���&

R∗(wi−1wi) =

{
dcc �� c > 0

α(wi−1)P (wi) �� c = 0

����� R∗ �� ��� ��������� ����������� ��� ���� ��#��
�� wi−1wi� c

�� ��� 
����� �� ����� ���� n�	��� wi−1wi ������� �
� dc ≈ c∗
c
�
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���� ���� ��� �
��� dc 
�� ���� ���
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��� 
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���	��� 
 �
�
� ����� �� 
 ������
���� �� 
� ��

��

��
���� �
���� 
�� ��� ����������� �������
���� ���� 
��	�
� �� ����

�
���� ��� �
���� α(wi−1) ���
��� ��
� ��� ���
� �
���� �� ��
��� ��

��� �������
���� ���
��� ��� �
��� �� ����� �����
∑

wi
R∗(wi−1wi) =∑

wi
R(wi−1wi) ��� �
�� n�	�
� ������ α(wi−1) �� �
��
�
��� �� ��
��

α(wi−1) =
1 − ∑

wi:R(wi−1wi)>0 P ∗(wi|wi−1)∑
wi:R(wi−1wi)=0 P (wi)

=
1 − ∑

wi:R(wi−1wi)>0 P ∗(wi|wi−1)

1 − ∑
wi:R(wi−1wi)>0 P (wi)

�������

����� P ∗(wi|wi−1) �
��
�
��� ���� ��� ��������� ��
���

P ∗(wi|wi−1) =
R∗(wi−1wi)∑
wk

R∗(wi−1wk)
����� �

�!"��
��! �� 
��
�� ��
� �
�	� ��
��� 
�� ����
��� 
�� ��������� ���!


�� ��� �����
����� �� ����� ����� dc = 1 ����� c > k ��� ���� k� ���

�����
�� �
��� ��� ��� ����� ��
��� �� ������� ���� ��� #�����
���	

�����
�� 
� 
""���� �� ��� 	���
� ��	�
� �������
����� �� ����� �����

Nc �� $�� ����% �� ��

� �� ��� ���
� �
���� �� ��	�
�� ���
����	 c

����� �� ��� ��
����	 ���"
�� ��� dc ��� c ≤ k 
�� ������ �� ���
��

��
��

&� ��� �����
��� 
�� "��"������
� �� ��� #�����
���	 �����
����

'� ��� ���
� �
���� �� ��
��� ���� ��� 	���
� ��	�
� �������
����

��
� 
�� �����
���� �� ��

� �� ��� ���
� �
���� �� ��
��� 
��

��	��� �� ��	�
�� ���� ���� #�����
���	 ��
����

��� (��� ������
��� �� ��
��
���� ���

dc = μ
c∗

c
�����)�
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��� c ∈ {1, . . . , k} ���� ��	
 �����
�� μ� ��������� �� ��
 �����

������ 
���	
�
 ��
 ���
� 	
�� ��
� ���� �
 
�����
� �� ����
	� ����

�
�� ������ �� N0
N1

N0
= N1� ����� ������ �� �� ��
 �
���� ������
����

k∑
c=1

Nc(1 − dc)c = N1 ��������

 ��	 ���� �
 �
� �������
�

dc =
c∗
c
− (k+1)Nk+1

N1

1 − (k+1)Nk+1

N1

��������

��
 ����
�����
� n���
	 	��
�� 
�
 �
��!
� �
�����!
�"� ��
 #
�� n�

��
	 �
�$�% 	��
� �� �
&�
� �� �
�	� �� ��
 (n−1)���
	 	��
� 
��

�� ������ '� ��		
�"� ��
 #
�� (���
������
� ��� ����
	� 
�
 �
&�
�


� ��������

P����(wi|wi−1) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

C(wi−1wi)/C(wi−1) �� c > k

dcC(wi−1wi)/C(wi−1) �� k ≥ c > 0

α(wi−1)P (wi) �� c = 0

'� 
��
��
 ���� �"��
	 �
����� �� 	
)�	�	 $����
��
 ��
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 ��������

��� ��
 *+� ��
 ����
�����
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$
 ��
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�
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��� ���� ���� �����	 �� ����� ��� �����
��� ��� ���� ���� 	���

��� ���� ��� ���
����� �� ����	� ���� ���� ��
�� � ����� ���

���� ��

���������� ��  ! ���� 
	��� ��� �������	�� ����
��� ����� 
������� ��

��� ��	����� �������� "�����	������� ���� ��
�� � ������� ���

���� �� ����

������� ���� � 
������� ����� ���� ���� ������ ����� �� ��	 ���� #���

���	 ���� 
��
�
��� ���� ��� ��	� �$�
��%� 
	� �� 	

� � �������	�� �����

�	 �� 
��&
�
���� ���� � ������� ��� ��� �	 � �����
����� ��� ���
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��� �����	 ���� ��� ����
��� ��	�� �� ����
��� �	 ��


����	���� ��� 	

� �	 ��� 
������ ���� ��������

��� 
������ ���� ������� ()#*+ �	 ��,��� �� � %�
��
����� � 	�� �� ����

�������� 	�����	 ��� � 	�� �� ����

���� �
��	� -�����
�	 ��� ��������� ��

	������� ���� �� ������� ������������ ��� ��� ����

���� �
��	 ��� ����������

������� 
���� � 	�����
� �� �������� 	�����	 ���� ��� %�
��
���� ������	�

����� ��%� ���� �������	 �� 
������� � )#* ��	�� �� ���	�� ��� ���������


������� 	

� �	 ��� )#* 
������ �� .��

	 �� ��� ��/�� ���	 ����� ��	
����

�� ���� 
�%����� �� 
�	��� �����

��� ������ )#* 
�� �� �������� �� ������ ����������� ��	����
����	

�� ��� ����	�����	 ���� ��
� ������������� ���	� ������������	 
�� �� �	�

������� 
	��� ���������	 ��	�� �� ��� 0. ���������� "� ��	 ��
�� ����

���	� ����������� 	
���
�	 
������ ���� ��
�� ������ ���
� ��� �������� ��

��� ������ ������� ���	 ����	 �� ���$�
��%� �� 
	� ��� 0. ��������� ���

����� �	 �� ����� �1
���� ��������� �� ,�� ��� ������ �����
��
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Xa[k] =
N−1∑
n=0

x[n](n)e(−j2πnk
N

)m ��� k = 0, 1, . . . , N − 1. ���+��
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Hm[k] =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
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0 �� k < f [m − 1]
2(k−f [m−1])

(f [m+1]−f [m−1])(f [m]−f [m−1])
�� f [m − 1] ≤ k ≤ f [m]

2(f [m+1]−k)
(f [m+1]−f [m−1])(f [m+1]−f [m])

�� f [m] ≤ k ≤ f [m + 1]

0 �� k > f [m + 1]
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fY (y) =
fX(x)

| dy
dx
| |x=−√y +

fX(x)

| dy
dx
| |x=+

√
y

=
fX(x)

2
√

y
|x=−√y +

fX(x)

2
√

y
|x=+

√
y

=
1√

2πσ2
X

y1/2−1e
−y

2σ2
X u(y).
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ΦY (ω) = (

1
2σ2

X

1
2σ2

X
− jω

)
1
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ΦZ(ω) = [ΦY (ω)]N
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1
2σ2

X

1
2σ2

X
− jω

)
N
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X
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( 1

2σ2
X

)N/2(Np)N/2−1e
−Np

2σ2
X u(p)

Γ(N/2)

=
( N

2σ2
X

)N/2pN/2−1e
−Np

2σ2
X u(p)

Γ(N/2)
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E[Y ] =
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E[(Pk − P )2]

= Kσ2
P
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E[Y 2] = E[
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(Pi − P )2

K∑
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(Pj − P )2]

= E[
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(Pi − P )4 +
K∑
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(Pi − P )2
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(Pj − P )2].
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μ4 = E[(P − P )4]
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4

n

)
P n(−P )4−n]
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ΦP (ω) = (
a

a − jω
)b = (1 − jω/a)−b

dΦP (ω)

dω
=

jb

a
(1 − jω/a)−b−1

d2ΦP (ω)

dω2
=

j2b(b + 1)

a2
(1 − jω/a)−b−2

d3ΦP (ω)

dω3
=

j3b(b + 1)(b + 2)

a3
(1 − jω/a)−b−3

d4ΦP (ω)

dω4
=

j4b(b + 1)(b + 2)(b + 3)

a4
(1 − jω/a)−b−4.
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=
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